0.1 Método del simplejo

También es conocido con el nombre de método del simplex, traducido por
simplejo o simplice. Es diferente del método simplex en Optimizacién Lineal,
aunque los dos usan el mismo concepto geométrico pero de diferente manera.
Es un método muy popular, particularmente entre los quimicos. No requiere
derivadas.

Hay varias versiones, las mds importantes son la de Spendley Hext y Hims-
worth SHH[62] que utiliza simplejos equildteros y la de Nelder y Mead [NeMe65]
que va modificando la forma de los simplejos.

Para dos variables su funcionamiento es el siguiente: dado un tridngulo
equildtero inicial se descarta el peor vértice (el de mayor valor de la funcién)
y se construye un nuevo triangulo equilatero utilizando los otros dos vértices
y el punto simétrico al peor vértice con respecto al punto medio del segmento
formado por los dos vértices mejores. Se continua este proceso hasta obtener
una aproximacion de un minimizador. Cuando el punto simétrico obtenido
seria el peor vértice del nuevo tridngulo, entonces se descarta el segundo peor.
Cuando en este proceso, no hay avance, hay dos posibilidades. La primera, la
buena, indica que posiblemente hay un mimizador cerca. La segunda, indica
que el simplejo estd en una zona dificil. De todas maneras, se construye un
tridngulo equildtero mas pequeno y se empieza de nuevo.

Definicién 0.1. Dados m + 1 puntos z°, z!, ..., 2™ en R” tales que z* — 2°
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2?2 — 2% ..., 2™ — 2° son linealmente independientes, se llama m-simplejo
al convexo generado por los m + 1 puntos. Un simplejo es un n-simplejo. Se
puede mostrar que los m + 1 puntos son los puntos extremos o vértices del

m-simplejo.

En R?® un 1-simplejo es un segmento de recta, un 2-simplejo es un tridngulo,
un simplejo o 3-simplejo es un tetraedro.

Definicién 0.2. Dado un conjunto finito A C R*, formado por ¢ puntos z!,

z%, ..., 2, se llama baricentro de A al punto “promedio” de los puntos,

bar(A) = % Z ',



0.1.1 Construccion de un simplejo equilatero

Dado un punto z° y h > 0, se trata de encontrar otros n puntos de tal forma
que z°, 2!, ..., 2™ determinen un simplejo equildtero con arista de longitud

h, es decir

0 0 n 0

ot -2 2% -2 2" 1

deben ser linealmente independientes y

2" — 2’|l =h Vi#j.
Basta con buscar un simplejo de arista h y después hacer una traslacion.
Sean

y'=he', i=1,..n, (1)

con

W (2)

2
==
y donde los puntos €' son los vectores de la base canénica. Estos n puntos
son equidistantes entre si ya que la distancia entra cada pareja de puntos es
h. Por ejemplo, y' = (I/,0,0,...,0), y* = (0, 4,0, ...,0),

hv/2
Iyt =2l = VE2+ B2+ 0+ .. +0=V2 I =2 \Tf -
1
Sea e = - [1 1 ... 1]". Entonces bar({e',...,e"}) = ey bar({y*, ...,y"}) =

hle.

Cualquier punto de la recta que pasa por h'e y por el origen equidista de
estos n puntos. Entonces basta con encontrar un punto de la forma
Y’ = (o, ..., @), (3)

tal que

|ly° — y'll> = h.



Entonces:
Iy’ =o'l = B
2
hv/2
(a—%) +a? 4.+ = K

o? —ahV2+h%/2+ (n—1)a® = h?
no® — ahv2 —h2/2 = 0.

Hay dos soluciones para . También hay dos posibilidades para y°, estar de
un lado o del otro del hiperplano determinado por y*, %2, ..., y™. Si 3" estd
del mismo lado del hiperplano donde estd el origen, es necesario tomar «
negativo,
a:@(l—\/1+n>. (4)
2n
La translacion necesaria es:

d = 2°—y° (5)
@ = y'+d, i=0,1,.., n (6)

En resumen, dados z° y h > 0, los célculos se pueden hacer en el siguiente
orden:

- calcular b’ segin (2)

- calcular « segun (4)

- calcular 3%, i =1,...,n segin (1)

- calcular 3° segiin (3)

- calcular d segin (5)

- calcular 2%, i = 0,1,...,n segiin (6)

Ejemplo 0.1. Construir un simplejo equildtero en R?, de arista 0.2, tal que



uno de sus vértices sea (4,5, 6).

K = 0.1414214,
= —0.0471405,
y® = (—0.0471405, —0.0471405, —0.0471405),
y 0.1414214, 0, 0),
y® = (0, 0.1414214, 0),
y 0, 0, 0.1414214),

4,5, 6),
4.1885618, 5.0471405, 6.0471405),
4.0471405, 5.1885618, 6.0471405),

= (=
=
= (0,
= (0,
(—0.0471405, —0.0471405, —0.0471405)
= (4,
=
=
= (4.0471405, 5.0471405, 6.1885618).

0.1.2 Algoritmo simplificado

Unicamente utiliza simplejos equilateros. Supongamos que en una iteracion
cualquiera se han utilizado o creado, hasta ese momento, los puntos 2°, 2!, 22,
..., ™. De estos m+ 1 puntos, los puntos z?°, %, 2?2, ..., x°* determinan el
ultimo simplejo. Mas atin, supongamos que en todas las iteraciones o indica
el orden de mejor a peor, es decir

f@?) < f@®) <--- < fz). (7)

El punto 27 = z°* es el peor para la funcién f (la funcién que se desea
minimizar). Se desea entonces, obtener el simétrico de x? con respecto al
baricentro de los otros puntos. Sea y el baricentro de los otros n puntos. El



simétrico de zP es:
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Si denotamos el baricentro de todos los n 4+ 1 puntos por z, entonces el
simétrico de zP es simplemente
2 2
Tr=—-2—(—+1)zP. 9
5 (C+1) ©
En la nueva iteracidn, si & es adecuado (mas adelante se precisard), entra a
hacer parte de los puntos que determinan el simplejo,

™t = 7.
El punto Z es adecuado si en el nuevo simplejo Z no es el peor vértice, o sea,
si
f(@) < fla™).

En la mayoria de los casos se halla z, el simétrico del peor punto, o sea, de
2. Cuando Z no es adecuado se halla el simétrico de x°-1. Si este simétrico
no es adecuado, se calcula el simétrico de z7»—2. Asi sucesivamente hasta el
simétrico de x°. Si este ultimo tampoco es adecuado, es necesario construir
un nuevo simplejo de tamano menor, a partir del mejor vértice del ltimo
simplejo.

La cosnstruccién de un nuevo simplejo de arista més pequena, a partir de z7°,
se puede hacer mediante las férmulas de la seccién 0.1.1 o bien guardando
las mismas direcciones entre el mejor vértice y los demas.

De manera mas precisa, si el ultimo vértice construido es z™ y el mejor
vértice es 27° y se desea obtener un simplejo tal que el tamafio de las aristas



sea p veces el tamafio de la anteriores (por ejemplo, p = 1/2), entonces

g™ =27 4+ p(a% —27°) , i=1,...

El nuevo simplejo esta formado por los vértices
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(10)

Ejemplo 0.2. Minimizar f(z1,z2) = 2% + z2 a partir de (4,5), con hy = 2.

k
0 4
1 5
2 4
3 b5
4 3
5 2
6 1
7T 2
8 1
9 -0
10 -0
11 0.
12 -0
13 -0
14 -0
15 -0
Después
Después
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11,10, 12
11,13,10
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f(#@)
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24.
.9092
10.
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.2780
.8184
.9899
.6468
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.4042
.7198
.5482
.0886

.1769

de la iteracion 10 se construyé un nuevo simplejo de arista 1.0.
de la iteracion 13 se construyé un nuevo simplejo de arista 0.5.



0.2 Método de Nelder y Mead

Esta version del método de Nelder y Mead es una adaptacion de la presentada
en [Kel99].

Ademés de usar tridngulos no necesariamente equildteros, utiliza varias clases
de puntos: £ el punto reflejado (el simétrico con respecto al baricentro de
los otros puntos), £ el punto producido por una expansién, £¢ el punto
producido por una contraccién externa, y &° el punto producido por una
contraccion interna.

La expresion (8) se puede reescribir como

E=y+puly—2"),

con 4 = p, = 1. El subindice r indica que se trata de una reflexién. El
punto obtenido se denotard £”. Para otros valores de p, los puntos obtenidos
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corresponden a desplazamientos a partir de y en la direccién y—2aP. Si g, > 1
se tiene £¢, una expansion. Si 0 < p. < 1 se tiene £¢, una contraccion externa
(€¢ queda fuera del simplejo). Si —1 < p; < 0 se tiene un contraccién interna
(¢ queda dentro del simplejo).

1< <0< pe < pr=1< pte-

Unos valores tipicos son:

1
My = _55
1
Me = 55
pr =1,
e = 2.

Para los valores de la funcién f se pueden utilizar los mismos subindices:

fi = f(&),
fe=[(£9),
fr=1&),
fe= (&%)

En cada iteracién se usan los valores

fo= f(z°°) = mejor valor de f,
fp = f(@°) = peor valor de f,
Jq = f(z»7") = segundo peor valor de f.

e Si fo < fr < fy, entonces £ es un buen punto y se convierte en el nuevo
punto.

e Si f. < fo, el punto £ es muy bueno y se hace una expansion (se calcula
£°). Se escoge como nuevo punto el mejor entre £ y £°.

o Si f, < fi < fp, se hace una contraccién externa (se calcula £°). Si f, < f;,
el nuevo punto es £°. En caso contrario se reduce el tamano del simplejo.

e Si f, < f,, entonces se hace una contraccién interna (se construye &*). Si
fi < fp, €l nuevo punto es &. En caso contrario se reduce el tamafo del
simplejo.



datos: : 2%, hg, €, maxit

h = hgy
construir z!, ..., 2"
m=n

para k£ =1,...maxit
recalcular o
si f, — fo < ¢ parar
calcular &"
si fo</fr</fq
m=m+1, 2™ =¢&
pasar a la iteracion siguiente
fin-si
si fr < fO
calcular &°¢
m=m+1, z™ = mejor{ "}
pasar a la iteracion siguiente
fin-si
si fo<fr<lp
calcular &¢
si foe< [
m=m+1, 2™ =¢°
pasar a la iteracién siguiente
sino
reducir el simplejo
fin-si
fin-si
sify<fi
calcular &
si fz < fp .
m=m+1, 2™ =¢
pasar a la iteracién siguiente
sino
reducir el simplejo
fin-si
fin-si
fin-para k

Ejemplo 0.3. Minimizar f(z1,z2) = 2% + z2 a partir de (4,5), con hy = 2.
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.4142
.4142
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.0000
.5176
.9319
.58568
.58568
.0681
.8434
.8434
.2576
.2576
.1010
. 3485
.1010
.3132
.3132
.0556
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.6187
.0329
.4767
.4767
.9943
.2154
.2154
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f(z)
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.0000
.6312
.4596
.1716
.1716
.5404
.4950
.4950
.3234
.3234
.8184
L7276
.8184
.9899
.9899
.3133
.4496
.4496
.2780
.3120
.3120
.6808
.1792
.1792

0,1,2

0,3,1

4,0,3

4,5,0

6,4,5

6,7,4

6,8,7

9,6,8

10,9,6
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