Versién muy parecida a la publicada.

OPTIMIZACI(/),N NO LINEAL
Y DINAMICA

Héctor Manuel Mora Escobar
Departamento de Matematicas
Universidad Nacional de Colombia
Bogota



ISBN

ii



A Hélene, Nicolas y Sylvie



iv



INDICE GENERAL

PROLOGO ix
NOTACION xiii
1 INTRODUCCION 1
1.1 GENERALIDADES . . . . . o i 1
1.2 MINIMOS CUADRADOS: UNA RECTA . . . . ... .... 5
1.3 MINIMOS CUADRADOS: CASO GENERAL . . . . . .. .. 6
1.4 SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS DE UN SIS-
TEMA .« o oo 7
1.5 COLUMNA TUBULAR DE PESO MINIMO . .. ...... 8
1.6 CONSTRUCCION DE UNA CAJA DE COSTO MINIMO . 10
1.7 LOCALIZACION DE UNA CENTRAL . . .. ... ..... 11
1.8 CONVERGENCIA Y ORDEN DE CONVERGENCIA . . . . 11
2 CONJUNTOS CONVEXOS 17
3 MATRICES DEFINIDAS Y SEMIDEF. POSITIVAS 33
3.1 FACTORIZACION DE CHOLESKY . . . . . . .. . ... 33
3.2 ALGORITMO DE LA FACTORIZACION DE CHOLESKY 37
3.3 MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS . . . . . . . ... ... 38
3.4 MATRICES SEMIDEFINIDAS POSITIVAS . . .. ..... 45
3.5 MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS EN UN SUBESPACIO 50
3.5.1 En el espacio nulo de una matriz . . . ... ... ... 52

4 FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES 59
4.1 FUNCIONES CONVEXAS . .. ... ... ... ....... 59
4.2 GENERALIZACIONES DE FUNCIONES CONVEXAS . .. 68
4.3 CONVEXIDAD Y GENERALIZACIONES EN UN PUNTO 78



INDICE GENERAL

5 OPTIMALIDAD EN PUNTOS INTERIORES 83
6 CONDICIONES DE KARUSH-KUHN-TUCKER 93
6.1 GENERALIDADES . . . . . . . 93
6.2 PROBLEMAS CON DESIGUALDADES . .. ........ 101
6.3 PROBLEMAS CON DESIGUALDADES E IGUALDADES . 110
6.4 CONDICIONES DE SEGUNDO ORDEN . . . .. ...... 119
7 MINIMIZACION EN UNA VARIABLE 127
7.1 CALCULO DE LAS DERIVADAS . . . . . . ... .. .... 131
7.2 METODO DENEWTON . . . . . . . i, 133
7.3 METODO DE LA SECANTE . . . . . . oo it 137

7.4 METODO DE NEWTON CON DERIVACION NUMERICA 138
7.5 METODOS DE ENCAJONAMIENTO (BRACKETING) . . 140

7.6 BUSQUEDA SECUENCIAL . . . .. ... ... .. 140
7.7 SECCION DORADA O AUREA . .. ... .......... 144
7.8 MINIMIZACION POR INTERPOLACION CUADRATICA . 147
7.8.1 Interpolacién cuadratica . . ... ... .. ... ... 148
7.8.2 Calculo del minimizador de la pardbola. . . . . . . .. 149

7.9 METODO DE LOS TRES PUNTOS PARA A €eR . . . . .. 150
7.10 METODO DE LOS TRES PUNTOS PARA A >0 . . . . .. 152
7.11 INTERPOLACION CUADRATICA EN UN INTERVALO . 154
7.12 MINIMIZACION IMPRECISA . . . . o . oo i i 156
7.12.1 Criterio del porcentaje . . . . . . . .. ... ... ... 156
7.12.2 Reglade Armijo . . . . . .. ... ... ... 157
7.12.3 Regla de Goldstein . . . . . ... ... ... ... ... 161

7.13 MINIMIZACION DE UNA FUNCION CUADRATICA . .. 162
8 MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES 169
8.1 CALCULO DEL GRADIENTE Y DEL HESSIANO . . . .. 172
8.2 METODO DE NEWTON . . . o oo, 175
8.3 METODOS DE LA REGION DE CONFIANZA . ... ... 177
8.3.1 Una estrategiaexacta . . .. .. ... ... ...... 178
8.3.2 Otra estrategia general . . . . . . . .. ... ... ... 185
8.3.3 Elpuntode Cauchy . .. ... ... ... .. .... 186
8.3.4 El método “dogleg” . . . . ... ... ... .. .... 188

8.4 METODO DEL DESCENSO MAS PENDIENTE . . . . . . . 194
8.5 METODOS DE DIRECCIONES CONJUGADAS . . . . . .. 197
8.6 METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO: GC . . ... 199

8.7 METODO DE DAVIDON, FLETCHER Y POWELL: DFP . 201

vi



INDICE GENERAL

8.8 METODO BEGS . . . . o oo, 206
8.9 METODO CICLICO COORDENADO CONTINUO . . . .. 209
8.10 METODO CICLICO COORDENADO DISCRETO . . . .. 210
8.11 METODO DE HOOKE Y JEEVES CONTINUO: HJC . .. 212
9 METODOS DE PENALIZACION Y DE BARRERA 217
9.1 METODO DE PENALIZACION . . . . . . . .. ... .... 217
9.2 METODO DE BARRERA . . . . . . .. i, 220
10 MET. MINIMIZACION CON RESTRICCIONES 225

10.1 METODO DEL GRADIENTE REDUCIDO DE WOLFE . . 226
10.2 METODO DEL GRADIENTE PROYECTADO DE ROSEN 241

11 METODOS DE PUNTO INTERIOR 251
11.0.1 Notacidn . . . . . . . . . .. .. . . . 252

11.1 SOLUCION DE UN SISTEMA FRECUENTE . . ... ... 253
11.2 METODOS DE PUNTO INTERIOR PARA P.L. . . . . . .. 254
11.2.1 Condiciones de optimalidad . . . . . ... .. .. ... 254

11.3 METODO PRIMAL-DUAL AFIN FACTIBLE . .. ... .. 256
11.4 TRAYECTORIA CENTRAL . . .. ... ... ... ..... 262
11.5 METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE MEHROTRA . 264
11.6 COMPLEMENTARIEDAD LINEAL . . . .. ... ... ... 268
11.7 PROGRAMACION CUADRATICA CONVEXA . . .. ... 271
12 PROGRAMACION DINAMICA 279
12.1EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA . . . ... ... 280
12.1.1 Enunciado del problema . . . . . . .. ... ... ... 280
12.1.2 Planteamiento del problema de optimizacién . . . . . 282
12.1.3 Solucién por programacion dindmica . . . . . . . . . . 283
12.1.4 Resultados numéricos . . . ... .. ... ... .... 285
12.1.5 Solucién hacia atras . . . . ... .. ... ... .... 287

12.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE MEDICOS . . . . . 289
12.2.1 Enunciado del problema . . . . .. . ... .. ... .. 289
12.2.2 Planteamiento del problema de optimizacién . . . . . 290
12.2.3 Solucién recurrente . . . . . . . .. ... ... 290
12.2.4 Resultados numéricos . . . ... .. ... ... .... 291

12.2.5 Problema de asignacién de médicos con cotas superiores294
12.2.6 Problema de asignacién de médicos con cotas inferi-

OTesS y SUPETIOTeS . . . . . « v v v v v v vt e 297
12.3 EL PROBLEMA DEL MORRAL . . . . . .. ... ... ... 303

vii



INDICE GENERAL

12.3.1 Enunciado del problema . . . . ... ... ... .. .. 303
12.3.2 Planteamiento del problema de optimizacién . . . . . 303
12.3.3 Solucién recurrente . . . . . . ... ... 304
12.3.4 Resultados numéricos . . . .. ... ... ... .... 305

12.4 PROBLEMA DE UN SISTEMA ELECTRICO . . . ... .. 308
12.4.1 Enunciado del problema . . . . . . .. ... ... ... 308
12.4.2 Planteamiento del problema de optimizacién . . . . . 309
12.4.3 Solucién recurrente . . . . . . ... 310
12.4.4 Resultados numéricos . . . .. ... ... ... .... 311

12.5 MANTENIMIENTO Y CAMBIO DE EQUIPO . . . . . . .. 313
12.5.1 Enunciado del problema . . . . . .. .. ... ... .. 313
12.5.2 Solucién recurrente . . . . . .. ..o 314
12.5.3 Resultados numéricos . . . . . .. .. ... ... ... 315

12.6 PROBLEMA DE PRODUCCION Y ALMACENAMIENTO . 317
12.6.1 Enunciado del problema . . . . . ... ... ... ... 317
12.6.2 Planteamiento del problema de optimizacién . . . . . 318
12.6.3 Solucién recurrente . . . . . ... Lo 320
12.6.4 Resultados numéricos . . . . . ... ... ... .. .. 321
BIBLIOGRAFIA 329

viii



PROLOGO

El nombre de este libro difiere un poco del utilizado en la primera edicion:
Programacién No Lineal. Actualmente hay una tendencia a utilizar la pal-
abra optimizacion para designar los temas donde, perdén por la redundan-
cia, se optimiza (se minimiza o se maximiza). La palabra clasica, tradicional
y muy conocida, programacion, induce cierta confusién, pues también se uti-
liza para programacion de computadores y lenguajes de programacién. La
tradicién de todas maneras pesa y en este libro se utilizan indistintamente
las dos palabras.

Esta segunda edicion tiene dos capitulos adicionales, uno sobre métodos
de punto interior y otro sobre Optimizacién Dindmica. También tiene una
seccién nueva sobre métodos de regién de confianza. El tema de matrices
definidas positivas en un subespacio estd ahora en el tercer capitulo. Final-
mente algunos pequenos errores fueron corregidos.

El propésito de este libro introductorio es presentar algunos de los re-
sultados y de los métodos mas importantes y tiles de la Optimizacién No
Lineal y una introduccién a la Optimizacion Dindmica. Estos temas cor-
responden al curso Programacién No Lineal y Dindmica de las carreras de
Ingenieria de Sistemas y de Matemadticas. En tiempo, esto corresponde a
cuatro horas semanales durante quince semanas aproximadamente. Para
los estudiantes de Matemaéticas puede ser conveniente dejar de lado algunos
métodos y, a cambio, estudiar las demostraciones de algunos de los teoremas
fundamentales.

Ademads de los resultados que permiten la caracterizacién de los minimos
de funciones de varias variables, también aparecen en el capitulo 2 algunos
resultados que no se emplean directamente para el estudio de los minimos,
pero que si hacen parte de la teoria clasica de convexidad, o se utilizan
para la demostracién de algunos teoremas, o sirven para el estudio de la
Optimizacién Lineal. Creo que para poder seguir sin mucha rapidez este
libro en las quince semanas, se puede omitir el capitulo 2, del cual sélo se
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“necesita” la definiciéon de conjunto convexo.

También por “razones de tiempo”, este libro no contiene nada sobre
dualidad, no hay resultados sobre calificacién de restricciones, ni estan “to-
dos” los métodos importantes. Faltarian algunos métodos espécificos, por
ejemplo, para programacién cuadratica, complementariedad lineal y algo-
ritmo de Lemke, métodos de programacion cuadratica secuencial, método
de conjunto activo como tal. Obviamente hay otros métodos importantes
que definitivamente quedan por fuera del alcance de este libro, por ejemplo,
métodos para minimos cuadrados (sin o con restricciones), métodos para
optimizacién global, métodos para optimizacién no suave (no diferenciable),
métodos para problemas grandes de PNL (large-scale) y métodos paralelos.

Este libro tiene un enfoque utilitario en el sentido de que lo importante
de cada resultado es su aplicacién e interpretacién y no su justificacion. Por
esta razon casi todas las proposiciones estdn presentadas sin demostracién,
éstas se pueden encontrar en los libros citados en la bibliograffa. En cambio
hay bastantes ejemplos que permiten, eso espero, comprender el alcance, las
condiciones de aplicacién y las implicaciones de cada resultado.

Mis primeros conocimientos de PNL los tuve del profesor Jean Legras
en la Universidad de Nancy en Francia. Posteriormente segui aprendiendo
al dictar el curso de PNL, para lo cual usé bastante el libro de Bazaraa y
Shetty (Bazaraa, Sherali y Shetty en la segunda edicién). El lector notara
la gran influencia del libro de Bazaraa en la redaccién de estas notas.

Quiero agradecer especialmente a los profesores Lucimar Nova, Jaime
Malpica, Luis G. Moreno, Argemiro Echeverry, Felix Soriano y Jorge Mauri-
cio Ruiz, quienes tuvieron la amabilidad y la paciencia de leer la version
inicial de este libro. También quiero agradecer a los estudiantes del curso
Programacién No Lineal y Dindmica de las carreras de Ingenieria de Sis-
temas y de Matematicas, en especial a Sandra Toro, Héctor Lépez y David
Béez. Las sugerencias, comentarios y correcciones de todos ellos, fueron
muy utiles.

Deseo agradecer a la Universidad Nacional por haberme permitido des-
tinar parte de mi tiempo de trabajo para dedicarlo a esta obra, este tiempo
fue una parte importante del necesario para la realizacién del libro.

El texto fue escrito en Latex. Quiero también agradecer al profesor
Rodrigo De Castro quien amablemente me ayudd a resolver las inquietudes
v los problemas presentados.

Finalmente, y de manera muy especial, agradezco a Héléne, Nicolas y Syl-



vie. Sin su apoyo, comprensién y paciencia no hubiera sido posible escribir
este libro.
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NOTACION

R" = {(z1,22,...,2,): xj € R,Vj}

R™ := conjunto universal

x es un vector o punto < x € R”

S es un conjunto < S C R"

M(m,n) = R™"™ = conjunto de matrices reales de tamafio m x n
si A € M(m,n), entonces A es de la forma:

ail a2 . A1n

a1 ang ... Qon
A=

aml Qm2 ... Amn

M(n, 1) = R™! = conjunto de matrices columna de n componentes.
M(1,n) = RI*" = conjunto de matrices fila de n componentes.

AT = la transpuesta de la matriz A.
R" := M(n,1) = R**!

z1
Z2
x=(x1,T2,...,2Tp) =
L,
T __
r = [1'1 xro ... :L‘n]
A;. = fila i-ésima de la matriz A = [0/2‘1 ay ... am]
alj
., . az;j
A.; = columna j-ésima de la matriz A =
Am 5

n
ol = Ja
=1
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n
lalls = (3_a?)""?
i=1
l2lloo = max ||
dp(z,y) = lz = ylp, p=1,2,00
B(e,r) ={x: ||z —¢|| <7}
Bp(e,r) ={a: [z —cllp <7}
Ble,r] ={z: ||lx — || < r}
Byfe,r] = {a: |[o — cll, < 1}
zF = M) =vector z en la iteracioén k, k = 0,1,2. ..
QF = Q) =matriz Q en la iteracioén k k =0,1,2...
(Q)* = k veces el producto de la matriz @ por si misma.
Q' = inversa de la matriz Q
R(z,d) = {z + pd: pn € R} recta que pasa por Z y es paralela a d # 0
S(z,d) ={Z + pd: p > 0} semirrecta que empieza en T y va en la direccién
ded#0
f,91,92, ..., 9m, h1,ha, ..., hyson funciones de variable vectorial y valor real,

es decir:

f,gl,gg,...,gm,hl,hg,...,hl R — R

A : conjunto admisible = {z: x cumple todas las restricciones }
I={1<i<m:gi(z)=0}

f'(x) = Vf(z) = grad;(Z) = gradiente de f calculado en Z

- of -
6751(@
of
—(z
Fa) = | o

of

Oy,

(z)

f"(z) = V?f(z) = Hf(z) = H(Z) = Hessiano o matriz hessiana de f en Z
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f es acotada < f es acotada inferiormente.

min f(x) < minimizar f(x)

x>y < x; > y; para todo @

x> 0<% x; > 0 para todo ¢

x> 0,2 ¥ 0 < z no tiene componentes negativas y x; = 0 para algin ¢
R = {(x1,22,...,2n) : ¥ > 0,Vi} = el ortante no negativo de R".

min f(x) min f(z)
reA < sujetoa € A
A* = A} ={2": f(z¥) < f(z) para todo = € A}
Argmin f(z) = {z*: f(z*) < f(z) para todo = € S}
zes

w = argmin f(z) siel conjunto Argmin f(z) tiene un solo elemento w
€S €S

o

S= interior de S.

co (S) = envolvente convexa de S.

pe (C) = conjunto de puntos extremos del convexo C.

A = argmej f(x + Ad) indica un valor de A tal que = + Ad es mejor que z,
o sea, f(r+ Ad) < f(z) y cumple condiciones como la de Armijo o la de
Goldstein, o ...

e/ = j-ésima columna de la matriz identidad
a si |a| > |b|
b si |al < |b]

dom{a,b} = { : valor dominante

p(A) = max{|A;|c: A; es valor propio de A} = radio espectral de A.
nf (A) = numero de filas de la matriz A.

log z = logaritmo de x en base e.

m = numero de desigualdades activas.

¢ @ fin del ejemplo.
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|z] = parte entera de x = parte entera inferior de z = max{n € Z: n < z}.

[x] = parte entera superior de x = min{n € Z: n > z}.

¢ = mejor{a, b} < ¢ € {a,b}, p(c) = min{p(a), ¢(b) }para una funcién ¢
dada.

En la escritura de numeros decimales, los enteros estan separados de los

decimales por medio de un punto. No se usa la notacién espanola (los

enteros estan separados de los decimales por una coma). No se utiliza un

simbolo para separar las unidades de mil de las centenas.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 GENERALIDADES

Se puede decir que un problema de programacién matemética (optimizacion),|
consiste en encontrar un punto que minimice (o que maximice) el valor de
una funcién f(z), con la condicién de que x esté en un conjunto A. Este
problema se puede denotar asi:

min f(z)

sujetoa x € A,

y de manera més sencilla, eliminando la expresién sujeto a,

min f(z)

r e A

Usualmente el conjunto A estd definido por medio de igualdades y desigual-
dades matematicas.

El objetivo de la programacién lineal es la minimizacién de una funcion
lineal, con restricciones (igualdades o desigualdades) también lineales. De
manera general, un problema de programacién lineal es de la forma:

min  f(x)
gi(x) <
ga(x) <
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gm(x) < 0
hi(z)
hg(x) =

hi(z) = 0,

donde f, g;, hj son funciones de R" en R, f es una funcién lineal, y las
restricciones (desigualdades e igualdades) son lineales, es decir, las funciones
i, hj son afines. Una funcién es afin si se puede expresar como una funcién
lineal mas una constante. Si f es lineal se puede expresar de la forma

C1T1 + C2X2 + -+ CpTy,

donde c¢1, co, ... , ¢, son constantes. Si g; es una funcién afin, se puede
expresar de la forma

a;1r1 + ;T2 + -+ apTy + b,
donde a;1, a2, ... , a;n, b; son constantes.

Si f no es lineal, o si alguna restriccién no es lineal (la funcién corres-
pondiente no es afin), se tiene un problema de programacién no lineal,
PNL.

Minimizar una funcién lineal no nula sin restricciones, no tiene interés
ya que el 6ptimo no es acotado, o sea, el valor de f no es acotado inferi-
ormente (tampoco superiormente). Mientras no se diga lo contrario, para
subconjuntos de R o para funciones de valor real, acotado significara acotado
inferiormente.

En el caso no lineal, minimizar una funcién de varias variables sin res-
tricciones, si es un problema usual e importante. Obviamente, si ademéds
hay restricciones el problema se hace mas dificil.

Vale la pena recordar y presentar algunos resultados usuales, algunas
suposiciones y notaciones usadas en este libro. El conjunto de puntos que
cumplen todas las restricciones se llama conjunto admisible, factible o
realizable y se denotard por A. Si no hay ninguna restriccién se sobreen-
tiende que A = R".

Todo problema de maximizacion se puede convertir en un problema de
minimizacién multiplicando por —1 la funcién objetivo (funcién objetivo o
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funcién econdémica es la funcién que se desea minimizar o maximizar), y se
obtiene un problema equivalente.

max () (1.1)
x €A,
es equivalente a
min f(z) = —p(a) (1.2)
€A,

o sea, & =z*y ¢* = —f*, donde £* es el punto 6ptimo del problema (1.1),
©* es el valor méximo de (1.1), z* es el punto 6ptimo del problema (1.2), f*
es el valor minimo de (1.2).

Si la funcién objetivo se multiplica o se divide por una constante posi-
tiva o si se le suma o se resta cualquier constante, entonces se obtiene un
problema equivalente. Es decir, sean o > 0, 3 € R,

min @(z) = af(z)+ 8 (1.3)
r e A,
es equivalente a
min f(x) (1.4)
e A,

osea, & =x*y " = af* + 3, donde &* es el punto 6ptimo del problema
(1.3), ¢* es el valor minimo de (1.3), z* es el punto 6ptimo del problema
(1.4), f* es el valor minimo de (1.4).

Una restriccién de la forma > se puede convertir en una desigualdad de
la forma < simplemente multiplicando ambos lados de la desigualdad por
—1, o sea,

p(z) = 0,

es equivalente a
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—p(x) < 0.

En programacion lineal y en programacion no lineal, por razones prac-
ticas, no se consideran desigualdades estrictas. Una de las razones es que
los nimeros utilizados en los computadores son sélo aproximaciones de los
nameros reales, y a veces la aproximacién para dos nimeros reales diferentes
es la misma, por ejemplo, los niimeros 1 y 1 + 1072%, en la mayoria de las
representaciones usuales en computador, no se diferencian. Por otro lado,
si tomamos el intervalo [0, 1], el conjunto de nimeros con que trabaja el
computador es finito, y es mucho més pequenio que el conjunto de racionales
en [0, 1], a su vez subconjunto propio de [0, 1].

Ademsds las desigualdades estrictas generalmente dan lugar a conjuntos
admisibles abiertos, en los cuales es mas dificil o a veces imposible garantizar
la existencia de un punto 6ptimo, por ejemplo, el siguiente problema no tiene
solucién

min i + o
gy > 0
zo > 0.
Una manera de tratar una desigualdad estricta consiste en escoger un

nimero positivo, suficientemente pequeno &, y suponer que hay equivalencia
“practica” entre las dos desigualdades siguientes

q(z) < 0,
q(x) < —e
Si las variables z1, ... , x, -ademas de cumplir con las igualdades y

desigualdades- deben ser enteras, entonces no se tiene un problema de PNL
usual, sino un problema de programacién no lineal entera. Si las
variables tinicamente pueden tomar los valores 0 y 1, entonces se habla de
programacién no lineal binaria.

A continuacién hay algunos ejemplos sencillos de planteamiento de prob-
lemas de PNL, algunos sin restricciones, otros con restricciones, algunos con
pocas variables, otros con la posibilidad de muchas variables.

4



1.2. MINIMOS CUADRADOS: UNA RECTA

1.2 APROXIMACION POR MINIMOS
CUADRADOS: UNA RECTA

Conocidos m > 2 puntos (z1,y1), (€2,Y2), --s(Tm, Ym), se desea encontrar
una linea recta que pase lo “méds cerca” posible de ellos. Supdéngase que no
hay dos puntos que tengan la misma coordenada x;.

La manera usual de medir la cercania de la recta a los puntos es sumando
el cuadrado de la distancia vertical de cada punto a la recta. De ahi el
nombre de minimos cuadrados. Una recta cualquiera, no vertical, se puede
representar de la forma y = ax + b. Para nuestro caso, se desea determinar
los coeficientes a y b. La distancia vertical entre el punto (x;,y;) vy la recta
es

luego se desea encontrar los valores a, b que minimicen

m

f(a,b) = Z (az; +b—y;)°.

i=1
Por ejemplo, si hay cuatro puntos (0, 0.1), (1, 0.9), (2, 4.1), (2.9, 8.3)
se desea minimizar

fla,) = (b—0.1)2+ (a+b—0.9)%+ (2a +b—4.1)* + (2.9a + b — 8.3).

En una calculadora cientifica de bolsillo se puede resolver este problema,
es decir, se obtienen los valores 6ptimos

a* = 2.8476
b* = —0.8502,
£ = f(a*,b*) = 3.4581,

y = 2.8476x — 0.8502 .
Si en lugar de una recta se escogiera una pardbola y = c + bx + az?, la

“mejor” seria

y = 0.0612 — 0.04252 + 0.99972>
£ = 0.0332 ..
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1.3 APROXIMACION POR MINIMOS
CUADRADOS: CASO GENERAL

Conocidos m puntos (z1,41), (z2,%2), -, (Tm,Ym) y un conjunto de n <
m funciones linealmente independientes ¢i(z), w2(x), ..., vn(x), se desea
encontrar coeficientes aq, ao, ..., o, tales que la funcién

¢(x) = 11 (x) + agpa(x) + -+ + anen(w),
pase lo més cerca posible, en el sentido de minimos cuadrados, de los m
puntos.

Algunos ejemplos de conjuntos de funciones pueden ser :
1, z, 2%, am !
2 -1
1, e%, e, .., elm)z

1, cos(x), sen (x), cos(2z), ...

Para encontrar la funcién ¢(x) que aproxima por minimos cuadrados los
m puntos se necesita minimizar

flea, o) = Z(w(fm) — i)’
z;l ) )
fla) = > | D ajpi(z) —ui
i=1 \j=1

p1(z1)  @a(r1) ... @n(r1)

p1(z2)  @a(w2) ... @n(r2)
P = ) ) . )

‘Pl(l‘m) 902(5Um) e Son(xm)

Entonces

o
> ajpila) = [ eulw) walw) ... ealw) | o
j=1



1.4. SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS DE UN SISTEMA

= (I)i. «,

o sea, se trata de resolver el problema

min f(a) = Z(@xa — i)
i=1
= > ((@a); - yi)”
i=1
— Z (Pa — y)z2
i=1
min f(a) = H‘I)OK—ZIH%-

1.4 SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS
DE UN SISTEMA LINEAL

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas se puede escribir en la

forma

Ax =b

Ax —b =0
||Az — b|| =0
|Az —bllz =0
| Az —b]l3 =0

Si el niimero de ecuaciones es mayor que el niimero de incoégnitas, m > n,
es muy probable que el sistema no tenga solucién, es decir, no se podra
encontrar un x tal que la norma de Az — b sea nula. Sin embargo, se puede
tratar de encontrar un z* que minimice el cuadrado de la norma:

min f(z) = || Az — bl[3.

Este z* se llama soluciéon por minimos cuadrados o seudosolucién.
Obviamente si existe solucién verdadera, ésta también serd seudosolucion.

Se ve claramente que el problema general de aproximacién por minimos
cuadrados es un problema de solucién de un sistema de ecuaciones lineales
(m&s ecuaciones que incégnitas), por minimos cuadrados.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

La manera més usual de resolver el problema anterior, cuando las colum-
nas de A son linealmente independientes y A no es de tamafio muy grande, es
mediante la solucién de las ecuaciones normales ([Bj’096], [Sto93], [Gol89]):

ATAz = A"b.

1.5 DISENO DE UNA COLUMNA TUBULAR
DE PESO MINIMO

En este problema, adaptacién del propuesto en [Aro89], se tiene una columna
(vertical) en forma de tubo de altura h, empotrada en la base y libre en la
parte superior. Se desea determinar el radio promedio R y el espesor e de
la columna de manera que soporte una carga vertical P y que el peso de la
columna sea minimo. En esta seccién e no indica el valor 2.71828.... Por
razones de construccién, es necesario cumplir con ciertas medidas minimas
y maximas para el radio y para el espesor:

Rmin S R S Rmax ) €min S € S €max-

Para que la columna se pueda considerar como tubular se necesita que
el radio promedio sea mayor que 20 veces el espesor. La carga maxima que
puede soportar este tipo de columna, sin que falle por pandeo, estd dada por
72 E1/4h?, donde I es el momento de inercia de la seccién transversal de la
columna y E es el médulo de elasticidad del material. Se conoce, ademas,
la densidad o y el méximo esfuerzo de compresién o, que puede soportar el
material.

Si R >> e, entonces el area transversal y el momento de inercia estan
dados por:

A =2nRe I ~ mR%.

Al minimizar la masa de la columna se tiene

min f(R,e) = 2oh7Re,

y las restricciones son:

™ R3Ee
< -
- 4h?



1.5. COLUMNA TUBULAR DE PESO MINIMO

P

2w Re
Rmin

€min

0

Uitilizando la forma general:

min

< 0

P —27wReoc, < 0
Rpin—R < 0
R—Rpax < 0
emin—€¢ < 0

€ —e€max < 0
20e— R < 0

—e < 0.

Ua

R < Rpax
e < emax
20e < R.

VAN VANVAN

f(R,e) = 2phmRe
4Ph? — *R3Ee

Este problema se puede enfocar de otra manera, considerando como vari-
ables el radio interno R; y el radio externo Ro,

A
I

’/T(R% - R%)?
T
" (R}~ RY)

Entonces el problema quedaria de la siguiente formas:

min f(R1, R2)

_r
m(R3 - RY)
P
Rmin
Ry
€min

R+ Ry
2(Re — Ry)

moh(R5 — R})
Oq

T E(R; — Ry)

<

- 16h2

< R

< Ro— R < émax
> 20.

Ne)



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.6 CONSTRUCCION DE UNA CAJA DE
COSTO MINIMO

Este problema es una adaptacién del planteado en [Sim75]. Una compaiia
quimica necesita transportar 1000 metros cubicos de un gas muy téxico,
desde su centro de produccién a un laboratorio situado en otro departa-
mento.

Para ello desea construir una caja muy hermética, en forma de para-
lelepipedo rectangular, para ser transportada en tractomula. El material
para el fondo y la tapa cuesta $200000 por metro cuadrado. El de las caras
laterales cuesta $100000 por metro cuadrado y su disponibilidad es de 50
metros cuadrados. Las dimensiones maximas que puede tener la caja para
ser llevada en una tractomula son: 2 metros de ancho, 5 metros de largo y
3 metros de alto. Independientemente de las dimensiones de la caja, cada
viaje redondo (ida y vuelta) en tractomula cuesta $800000. Asumiendo que
no hay limite para el tiempo total necesario para todos los viajes, jqué
dimensiones debe tener la caja para minimizar el costo total, es decir, el
costo de transporte mas el de construccion?

Sean:

x1 = ancho de la caja,
xo = largo de la caja,
x3 = alto de la caja.
min z = 800000 1000 1+ 200000(2x122)
T1XT3
+100000(2z123 + 2x973)
ry < 2
T2 S 5
I3 < 3
2123 + 2x023 < 50
z > 0,

donde [t] indica la parte entera superior de ¢, es decir, el minimo entero
mayor o igual a ¢, asi, por ejemplo, [2.1] = 3, [2] =2, [-1.9] = —1. La
expresion x > 0 indica que todas las variables deben ser no negativas, o sea,
para este caso, r1, T2, r3 > 0.

10



1.7. LOCALIZACION DE UNA CENTRAL

1.7 LOCALIZACION DE UNA CENTRAL

En una region hay m ciudades, de cada ciudad se conocen las coordenadas
(uj,v;) y el nimero de habitantes n;. Se desea determinar las coordenadas
(z1,x2) de una central termoeléctrica de manera que se minimice la suma
de las pérdidas entre la central y las diferentes ciudades. Se conoce una
funcién creciente g tal que dada una distancia d; entre la central y una
ciudad, conocido ¢ consumo promedio por habitante (igual en todas las
ciudades), entonces las pérdidas entre la central y esta ciudad estan dadas
por n;é g(d;)

La distancia entre la central y una ciudad es

V(w1 —ui)? + (z2 — )2,

luego las pérdidas estdn dadas por

n;eg (\/(xl —u;)? + (z2 — vi)2> :

Entonces se desea minimizar la suma total de pérdidas

min f(z1,x2) ancg ( (r1 — u3)? + (29 — vz‘)2> .

Como ¢ es constante,

min f(z1,z2) ang ( (21— ui)? + (22 — Ui)z) .

1.8 CONVERGENCIA Y ORDEN DE
CONVERGENCIA

Sea || || una norma sobre R™. Se dice que una sucesién de vectores {z*} con-
verge a x* si la sucesién de niimeros reales { ||z* —z*|| } tiende a cero. Como
todas las normas de R" son equivalentes entonces no importa cual norma
se use. Dicho de otra forma, si utilizando una norma hay convergencia en-
tonces con cualquiera otra norma la sucesién de vectores serd convergente
hacia el mismo vector x* y, obviamente, si con una norma no hay conver-
gencia, entonces no es posible que haya convergencia con otra norma. Si la
sucesion de vectores es convergente, se denotara

11



CAPITULO 1. INTRODUCCION

lim z" = z*,
k—o0

o también,
k

¥ — z¥,
k—o0

o de manera méas compacta y sencilla,

2k o
Ejemplo 1.1.
1 1
kE _ o x
x —(Q—E,?)-i-ﬁ) - (2,3) =2a",
. 1 1
ya que ka—tz: ﬁ—kﬁ — 0,

. 1
o también ||zF — 2*||o = T 0. ©
Definicién 1.1. Una sucesién de vectores {z*} que converge a z* se dice
que tiene orden de convergencia p > 0, si p es el mayor valor tal que

k+1

[l — 2]

lim

dm S e P <o

Sip=1y 8 <1 sedice que la convergencia es lineal con tasa de conver-
gencia . Algunos autores no colocan restriccién sobre 8 para llamar lineal
a la convergencia de orden uno. En la préctica, para que la convergencia
lineal sea buena, se requiere que 8 < %, [F1e87]. Si p = 2 la convergencia se
llama cuadratica. Si

la convergencia se llama superlineal y se presenta cuando p > 1 o cuando
p=1y =0

También se puede definir el orden de convergencia en términos de cotas
de los cocientes

12



1.8. CONVERGENCIA Y ORDEN DE CONVERGENCIA

"xk+1_$*"
L 1) < 00,
ot —x*||P T >
- g
o también ||z —2*|| = O(|[z* —2*|]P).
Ejemplo 1.2.
1 1
xk—(2+%,3—%)

tiene orden de convergencia uno, pero no es lineal ya que z* — (2,3) y

k+1 % L\/i
i 1T VS
k—oo ||xk — x*|] k—o0 Eﬁ
Ejemplo 1.3.
|
TR

Aparentemente, al ver un cuadrado en el denominador, se podria pensar que
el orden de convergencia es 2. Sin embargo, tiene orden de convergencia uno
con 8 =1. O sea, tiene el mismo orden de convergencia y el mismo valor g
del ejemplo anterior. <

Ejemplo 1.4.

L = gk gk = (2F)2 , con —1<azt <1,
tiene orden de convergencia 2, o sea, cuadratico, con § = 1. También se
puede decir que la convergencia es superlineal. Los primeros valores son:

—0.9, 0.81, 0.6561, 0.430467, 0.185302, 0.034337, 0.001179, 0.000001, ...
<&

Ejemplo 1.5.

tiene orden de convergencia 2, con g =1. <
Ejemplo 1.6.

k 1 k 1

T

. . 1
tienen convergencia lineal con tasa 3 <&

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Ejemplo 1.7.

R b
T H

x

tiene convergencia lineal con tasa 0, o sea, es superlineal. <

Ejemplo 1.8.

2" = 2Pk o<t < 1.

tiene convergencia de orden 1.5 . <

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

EJERCICIOS

Se desea encontrar una recta que pase lo méas cerca posible, en el sen-
tido de minimos cuadrados, de los puntos (1,7), (2,11), (3,18), (4,28).
Plantee explicitamente el problema de optimizacion correspondiente.

Se desea encontrar una recta de pendiente no negativa que pase lo
mas cerca posible, en el sentido de minimos cuadrados, de los puntos
(1,7), (2,11), (3,18), (4,28). Plantee explicitamente el problema de
optimizacion correspondiente.

Se desea encontrar una parabola que pase lo mas cerca posible, en
el sentido de minimos cuadrados, de los puntos (1,7), (2,11), (3,18),
(4,28). Plantee explicitamente el problema de optimizacién correspon-
diente.

Se desea encontrar una parabola convexa que pase lo mas cerca posi-
ble, en el sentido de minimos cuadrados, de los puntos (1,7), (2,11),
(3,18), (4,28). Plantee explicitamente el problema de optimizacién
correspondiente.

Se desea construir un recipiente en hojalata, en forma de cilindro cir-
cular recto, con fondo, pero sin tapa. Su volumen debe ser 1000 cm?,
el cociente entre la altura y el didmetro debe variar entre 1 y 1.5 y la
altura no debe ser superior a 40 cm. Plantee el problema si se desea
minimizar la hojalata usada.

Se desea encontrar una seudosolucién o soluciéon por minimos cuadra-
dos del sistema sobredeterminado x1 + 2x2 = 2; 3z + 420 = 1;
5r1 + 6z2 = 1. Plantee explicitamente el problema de optimizacién
correspondiente.

14



1.8. CONVERGENCIA Y ORDEN DE CONVERGENCIA

1.7. Se desea encontrar una seudosolucién o solucién por minimos cuadra-
dos, no negativa, del sistema sobredeterminado x; + 2x2 = 2; 3x1 +
4xo = 1; bx1 + 629 = 1. Plantee explicitamente el problema de opti-
mizacién correspondiente.
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Capitulo 2

CONJUNTOS CONVEXOS

Sea V el espacio vectorial R™. Mientras no se diga lo contrario, todos los
conjuntos son subconjuntos de R™, todos los puntos o vectores son elementos
de R™, todos los ntimeros son ntimeros reales. La mayoria de las definiciones
y resultados que siguen, se pueden generalizar fiacilmente a otros espacios
vectoriales.

convexo convexo convexo

no convexo no convexo no convexo

Figura 2.1

Definicién 2.1. Sea C' un subconjunto de V. Se dice que C' es convexo
si dados x, y en C, A un escalar en el intervalo [0, 1], entonces z = zzy) =
(1-A)z + Ay también estd en C. Gréficamente, un conjunto C' es convexo si
dados dos puntos z, y en C' , cualquier punto del segmento de recta que los
une, también estd en C.

17



CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

Ejemplos triviales de conjuntos convexos son: V, (), {Z}.
Ejemplo 2.1. {(z1,72): 22 + 22 < 1} es convexo. ©

Ejemplo 2.2. La bola (o esfera) cerrada de R", con centro en ¢ y radio
r denotada por B(c,r7) = Ble,r] = {x: ||z — || < r} y la bola abierta
B(e,r) ={x: ||z — ¢|| < r}, son conjuntos convexos. <

Ejemplo 2.3. Dados z, d # 0 elementos de R"”, la recta que pasa por T
y es paralela a d, o sea, R(Z,d) = {Z 4+ ud: p € R} y la semirrecta que
empieza en T y va en la direccién de d, o sea , S(z,d) = {z + pd: p > 0},
son ejemplos de conjuntos convexos.<

Ejemplo 2.4. C = {(x1,72): v2 = 22} no es convexo ya que (0,1) =
2(1,1) + 3(—1,1) no estd en el conjunto, aunque (1,1) y (—1,1) sf estdn en
C. <

Ejemplo 2.5. {(x1,22): 72 > 22} sf es convexo. <©
Definiciéon 2.2. Dados ¢ € R", ¢ # 0, o € R, se llama hiperplano al
siguiente conjunto:

H=H.,={zeR": "z =a}.

Este hiperplano genera dos semiespacios cerrados:

HT ={x e R": "z > a},
H™ ={zeR": c'z < a},

y dos semiespacios abiertos:

o
H = {z € R": "z > a},
o

H ={z eR": c'z < a}.

Ejemplo 2.6. El conjunto {(z1,x2,z3): 2x1 — 3x2 + 423 = 5} es un hiper-
plano de R3. El conjunto {(x1,z2,x3): 221 — 322 + 4x3 > 5} es un semies-
pacio abierto de R3. <

En R un hiperplano es un punto y los semiespacios semirrectas. En R?
los hiperplanos son las rectas y los semiespacios los semiplanos. En R3 los

hiperplanos son los planos.

18



o o
Los conjuntos H, H*, H~, H", H~ son convexos. Veamos que H es
convexo. Sean: z,y € H, A € [0,1], z = (1-A\)z + Ay. El punto z estd en H
si y solamente si ¢*z = « ; efectuando el cédlculo:

cz=c"((1-Nz+ Ay) = (1-A) "z + A"y = (I-N)a + Aa = a,

luego z estd en H, luego H es convexo. En esta demostracion no se utilizé
que A € [0, 1], entonces no sélo los puntos del segmento de recta estan en H,
sino que todos los puntos de la recta que pasa por x y y también estan en H,
es decir, H es una variedad lineal. Un conjunto L es una variedad lineal o
variedad afin si dados , y en L, A un escalar, entonces z = 2\ = (1-A\)z+\y
también estd en L.

Vedmos ahora que H' es convexo. Sean: z,y € HT, X\ € [0,1], z =
(1I-A)z + Ay. Entonces ¢z > «, ¢y > «, A, 1-A > 0.

c'z=c"(1-N)x+ My) = (1-N)c'z + A"y > (1-N)a + Aa = a,

entonces H' también es convexo, y de manera semejante se comprueba que
[e]

o
H~, H", H~ son convexos.

Proposicién 2.1. H es un hiperplano si y solamente si H es una translacionj]
de un subespacio vectorial de dimension n-1. Dicho de otra forma, H es un
hiperplano si y solamente si, para todo x € H, el conjunto H—x = H—{x} =
{y —x:y € H} es un subespacio vectorial de dimension n — 1.

Proposicion 2.2. La interseccion de dos conjuntos convexos es un convexo.

La demostracion es muy sencilla. Sean: C', D convexos, z,y € C N D,
A €[0,1], z = (1-A)z + A\y. Como C es convexo entonces z € C. Como D
es convexo z € D. Luego z € C N D.

Proposicion 2.3. La interseccion de cualquier familia de conjuntos con-
vexros es un convero, independientemente de que la familia sea finita, in-
finita, enumerable o no enumerable. Dicho de otra forma, sea {C;}icr una
familia de conjuntos converos, entonces

ﬂ C; es un conjunto convezo.
el
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CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

En cambio, no se puede afirmar que la unién de dos convexos sea siempre un
convexo. Por ejemplo, en R? las bolas B((0,0),1), B((2,0), 1) son conjuntos
convexos, Pero su unién no es un convexo.

Ejemplo 2.7. Las restricciones de un problema de programacioén lineal son
igualdades, es decir representan hiperplanos, o bien, son desigualdades y en
este caso representan semiespacios. Asi cualquier conjunto admisible de un
problema de programacién lineal es simplemente la intersecciéon de hiper-
planos y semiespacios, luego es un conjunto convexo. En particular, dada
una matriz real A de tamano m X n, los siguientes conjuntos son convexos.

{z e R": Az = b},
{r e R": Az > b},
{zr eR": Az =, z > 0},
{r eR": Az > b, © >0}. <
Ejemplo 2.8.
ﬂ {(x1,22): x1cosf + x3 sen 6 < 1},

0<0<2r

es decir, la bola (para la norma || |2) con centro en 0 = (0,0) y radio 1,
denotada Bs[0,1], es un conjunto convexo, puesto que es intersecciéon de
semiespacios. <

Definicion 2.3. Se llama un politopo a cualquier conjunto que se pueda
expresar como la interseccién de un ntmero finito de semiespacios cerrados
(o de semiespacios cerrados e hiperplanos).

Directamente de la definiciéon se puede concluir que un politopo es un con-
junto convexo y cerrado.

Definicion 2.4. Un poliedro es un politopo acotado.

Ejemplo 2.9. El conjunto admisible de cualquier problema de programa-
cién lineal es un politopo. <&

Ejemplo 2.10. El subconjunto de R? definido por las siguientes restric-
ciones es un poliedro.

—x1+x2 > 2
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i) Z 3
i) S 5
z > 0. ¢
Ejemplo 2.11. B,[0,1] = ﬂ {(z1,72): x1cos0 + x3 senf < 1} no es
0<9<2r

un politopo. <
Proposicion 2.4. Si C' es un conjunto convexo y o un niumero, entonces
aC ={azx:x€C}
es un conjunto convezo.
Proposicion 2.5. Si C' y D son conjuntos convexos, entonces
C+D={x+y:2€C,ye D}
es un conjunto convezo.

Corolario 2.1. 5i C, D son conjuntos converos y «, 3 son numeros, en-
tonces

aC + D ={ax+ Py:x € C,y € D}

es un conjunto convexo. En particular C — D = {x —y:x € C,y € D}
también es convexo.

Ejemplo 2.12. Partiendo de que B((0,0),1) es un conjunto convexo, se
puede afirmar que

es también un conjunto convexo. <

Proposicién 2.6. 5i C C R™, D C RP son convexos, entonces C x D C
R™*P | también es convexo.

Ejemplo 2.13. El intervalo [2, 3] es convexo. También son convexos B0, 2]

C R? y R2. Luego el conjunto {(z1,r2,73): 2 <21 <3, 23 +2% <4} yel
conjunto {(z1,x2,z3): 2 < x; < 3} también son convexos. <
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CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

Definicién 2.5. Se llama combinacién convexa de z!, 22, ... , 2™

elementos de V' a una combinacién lineal en la que todos los escalares son
no negativos y ademds su suma es uno, es decir:

m
r=Maz' o’ o A A >0V, Y N =1
=1

Si todos los escalares son positivos la combinacion convexa se llama es-
tricta. Se denotara por cc(A) el conjunto de todas las combinaciones
convexas de elementos de A, es decir, el conjunto de todas las combina-
ciones convexas de subconjuntos finitos de A.

La combinacién convexa es la generalizacién de la expresion (1-\)x + Ay
con A en el intervalo [0, 1].

Ejemplo 2.14. Dados (1,0), (0,0) y (0,1), son ejemplos de combinaciones
convexas:

(37) = 510 +30,0+ 0.1

(0,1) = 0(1,0) +0(0,0) + 1(0,1). ©

Definiciéon 2.6. Sea A un subconjunto de V. Se llama envolvente con-
vexa de A, o convexo generado por A, o casco convexo de A, denotado
co(A), al conjunto convexo més pequenio que contenga a A. Esto quiere decir
que si C es un conjunto convexo que contiene a A , entonces necesariamente
co(A) esta contenido en C.

La anterior definicién es descriptiva, pero no constructiva.
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‘p co(D)

Figura 2.2

Proposiciéon 2.7. El convexo generado por A se puede caracterizar “cons-

tructivamente” como la interseccion de todos los convexros que contienen a
A,

co(A) = ﬂ C.
C' convezo,

ACC

Esta interseccién estd bien definida ya que por lo menos existe un con-
junto convexo que contiene a A: el espacio completo R™.

Proposicién 2.8. co(A) = cc(A) .

Ejemplo 2.15. co({(1,0),(0,1),(0,0)}) = {(z1,22): x1 + 22 < 1, x > 0},
co ({(1,0),(0,1),(0,0),(0.1,0.2)}) ={(x1,22) : &1 + z2 < 1,2 > 0},

co({(w1,22): T1w2 =0, 22+23 <1, 2>0}) = {(z1,72): ;1 +22 < 1, >
0},

co ({(w1,22): 22 = 22}) = {(w1,22) : 32 > 23}, ©
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CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

Proposicién 2.9. Teorema de Caratheodory. Todo elemento de co(A)
se puede expresar como combinacion convezxa de a lo mds n + 1 puntos de
A (recuérdese que A C R"™). Es decir, si x €co(A) ewisten z*, 2%, ... , 2™

en A y escalares A1, Ao, ... , Ay tales que

m
=Mz + Xz’ o Az, N >0 VLY N=1, m<n+l

=1

Seria erroneo pensar que toda envolvente convexa se puede expresar como
la envolvente de a lo mas n 4+ 1 puntos, puesto que la existencia de n + 1
puntos estd garantizada para un punto, pero a medida que éste varia también
varian los n 4+ 1 puntos.

Proposicion 2.10. Un conjunto C' es un poliedro si y solamente si se puede
expresar como la envolvente convexa de un numero finito de puntos.

Definicion 2.7. Sea C' convexo, x en C'. Se dice que x es punto extremo

de C, si no es posible expresar z como combinacién convexa estricta de dos
)

puntos distintos de C', es decir:

x=(1-Nu+ v
u,v € C = U=0v==1I.
A €]0,1]

El conjunto de puntos extremos de C se denota pe(C').

punto
A extremo

A puntos no
s\extremos

Figura 2.3

Ejemplo 2.16. Dado el conjunto convexo

{(w1,29): 2¥ + 25 <1}
(\Q _
PR

vl

) es punto extremo. El punto (0.2,0.4) no es punto extremo. <

Eéjem;;lo 2.17. El punto (\g, —@) no es punto extremo de {(z1,r2): 2?2 +
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Ejemplo 2.18. (1,0), (0,1), (0,0) son puntos extremos de {(x1,22): x1 +
xe < 1l,z >0} <

Proposicién 2.11. Sean: C convero, x en C. x es punto extremo de C' si
y solamente st al quitar x de C' se tiene un convexo, es decir, si y solamente
8%

C\{z}={yeC:y#a} es convezo.

Proposicion 2.12. Todo conjunto convexo, cerrado y acotado se puede ex-
presar como la envolvente convexa de sus puntos extremos, o seq

C = co(pe(C)).
Ejemplo 2.19. B[0,1] = co ({z: ||z|| =1}). ¢
Ejemplo 2.20. B(0,1) # co((). <©
Ejemplo 2.21. {z: z > 0} # co ({(0,0)}). ©

Proposiciéon 2.13. Un conjunto C' es un poliedro si y solamente si se puede
expresar como la envolvente convexa de sus puntos extremos y el numero de
puntos extremos es finito.

C = co(pe(C)), #(pe(C)) < 0.

Definiciéon 2.8. Sean: C un convexo, d € V, d # 0. Se dice que d es una
direccidn de C si para todo x € C' y para todo u positivo , x + ud también
estda en C. Dicho de otra forma, d # 0 es direcciéon de C' si para todo z € C
la semirrecta S(x,d) es subconjunto de C.

Es claro que un conjunto convexo acotado no tiene direcciones y que un
convexo con direcciones no es acotado.

Definicién 2.9. Dos direcciones d!, d? de un conjunto convexo C son equi-
valentes si una es multiplo positivo de la otra, es decir, si existe p > 0 tal
que d' = pd?.

Definicion 2.10. Una direccién d de un convexo C, se llama direccién
extrema si no existen dos direcciones de C: d' y d?, no equivalentes, tales
que d sea combinacién lineal positiva de d', d?. Dicho de otra manera:

d = pd' + pad?
d',d? direcciones de C == d,d', d? son equivalentes.
M1, 2 > 0
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CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

Ejemplo 2.22. Consideremos el conjunto definido por las siguientes restric-
ciones:

—x1 + T2

Z2

AVARAVARIV]

X

Este conjunto es convexo, ya que es interseccién de cuatro semiplanos.
Los puntos extremos de este conjunto son: (0,3) y (1,3).

Para el mismo conjunto (1,4), (0,0.001), (345,345) son direcciones, y no lo
son (0,0), (—0.01,100) , (—3, —4).

Son direcciones extremas (0,0.001), (10, 10) o cualquier direccién equivalente
a una de las dos. <

Definicion 2.11. Un conjunto K se llama cono con vértice en v , si
para todo z € K y para todo u > 0 el punto v + pu(z — v) también estd en
K. Geométricamente, K es un cono con vértice en v si para todo x en K, la
semirrecta que parte de v, sin incluirlo, y pasa por x esta contenida en K.

Segun la definicidon, el vértice v no esta necesariamente en el cono. Si no
se habla explicitamente del vértice se supone que éste es el origen.

Definiciéon 2.12. Un conjunto K se llama cono, si para todo z € K y
para todo p > 0 el punto px también estd en K.

CONno no convexo cono convexo

Figura 2.4

Ejemplo 2.23. {(x1,22): 122 = 0}, es decir, el conjunto formado por los
puntos sobre los ejes, es un cono no convexo. <&
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Ejemplo 2.24. {(z1,x2): x > 0}, es decir, el primer cuadrante, es un cono
convexo. <&

Ejemplo 2.25. El conjunto de direcciones del conjunto definido por las
siguientes restricciones es un cono convexo.

—x1 + T2

Z2

AVARVARLY,
o w N

<&

En general, sean C' un convexo y D¢ el conjunto de direcciones de C'. Si
D¢ # (), entonces D¢ es un cono convexo

Definicion 2.13. Sean: A un conjunto, x un punto cualquiera. Se define
la distancia del punto x al conjunto A, segin la norma || ||, al valor

d(w,4) = =, inf [}z — |

Obviamente si x € A, entonces d(x, A) = 0.

Proposicién 2.14. Sean: A un conjunto cerrado, x ¢ A. Entonces existe
T € A tal que

— #|| = min |z — y| = d(z, A) > 0.
|z — Z] IyrggHw yll = d(z, A)

Como corolario se puede afirmar que para conjuntos cerrados, x estd en
A si y solamente si d(x, A) = 0. Cuando se utiliza la norma euclideana ||||2,
en conjuntos convexos y cerrados, hay un tnico punto de A méas cercano a
x.

Proposicién 2.15. Sean: C' un conjunto convexo cerrado, x ¢ C. Entonces
existe un unico xo € C, el punto de C mds cercano a x, tal que

|z — z¢|l2 = min ||z — y||2 = da2(z,C) > 0.
yeC

Si el punto = estuviera en C, el punto x. seria el mismo .
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CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

Figura 2.5

Ejemplo 2.26. Sea A = B(0,1) = {z: ||z|| < 1}. El punto x = (—1,0) no
estd en A, sin embargo d(z,A) =0. <

Ejemplo 2.27. Sea A = {z: 22 + 2% < 4,23 + 23 > 1,75 > 0} cerrado. El
punto x = (0,0) no estd en A, dao(x, A) = 1, sin embargo, da(z, (1,0)) = 1,
da(z,(0,1)) =1y los puntos (1,0), (0,1) estdn en A. <&

Ejemplo 2.28. Sean: C' = {z: x1 + 22 > 2}, x = (0,0) ¢ C.

di(z,C) = 2,

do(z,C) = V2,

doo(z,C) = 1,
di(z,(1,1)) = 2,
di(z,(2,0)) = 2,
do(z,(1,1)) = V2 , zc=(1,1). ©

)

) 2
) 2
) = 2
) 2
) 2, z:=(0,2). ¢

Definicién 2.14. Sean Ay B dos conjuntos. Un hiperplano H los separasi
A esta contenido en uno de sus semiespacios cerrados y B esta contenido en
el otro. Un hiperplano H los separa estrictamente si A estéd contenido en
uno de sus semiespacios abiertos y B estd contenido en el otro. Se dice que
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Ay B estan separados fuertemente si existe ¢ > 0, ¢ € R, o € R tales
que cTx < a para todo x en Ay cTx > a+e¢ para todo x en B. Dicho de otra
forma, un hiperplano H los separa fuertemente si los separa estrictamente
y ademas la distancia de H a por lo menos uno de los conjuntos es positiva.

Proposicién 2.16. Sean: C un convezo cerrado, x ¢ C. Entonces existe
un hiperplano Hyo = H = {y: v"y = a} tal que contiene a x y uno de sus
semiespacios abiertos contiene a C.

En general, puede haber varios hiperplanos, pero uno que siempre sirve
es el perpendicular al vector z — z+ y que pasa por x, es decir:

v o= 1 -,
= o'z,
entonces x € H={y:v"y=a},
(o]
CCH = {y:v'y<al,
o sea, vy < o« para todo y € C.

Si con el mismo vector normal v, se hace pasar el hiperplano por el punto
0.5x + 0.5z entonces C estd en un semiespacio abierto y x en el otro, es
decir, el hiperplano separa estrictamente al punto = y al conjunto C'. Mas
aun, la separacion es fuerte.

Ejemplo 2.30. Sean: A = {z: 23+ 23 < 4,22 + 23 > 1,20 > 0}, x =
(0,1/2) ¢ A. No existe ningun hiperplano que separe el punto = del conjunto
A <O

Ejemplo 2.31. Sean: C = {z: x5 > 22}, 2 = (3,0) ¢ C. El punto de C
mds cercano a = es o = (1,1). El hiperplano H = {x: 221 — 22 = 6} pasa
por z y uno de sus semiespacios abiertos contiene a C'. Otro hiperplano
con las mismas caracteristicas puede ser H = {z:2x; — 1l.1z9 = 6}. El
hiperplano H = {z: 2z — x5 = 3.5} separa estrictamente al punto x y al
conjunto C. <
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CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS

Figura 2.6

Ejemplo 2.32. Sean: C' = {x: 1 + 22 > 4}, z = (1,1) ¢ C. El punto de
C més cercano a z es z¢ = (2,2). El hiperplano H = {z: z1 + 22 = 2} pasa
por x, uno de sus semiespacios abiertos contiene a C'y es el tinico con estas
caracteristicas. <

La 1ultima proposicién se puede generalizar a dos conjuntos convexos,
cerrados, uno de los cuales debe ser acotado.

Proposicion 2.17. Si C, D son dos conjuntos convexos, cerrados y por lo
menos uno de ellos es acotado, entonces existe un hiperplano que los separa
estrictamente.
Ejemplo 2.33. Sean: C = {z:x9 > 22}, D = {z: (v —3)?2 + 23 <
4}. El hiperplano H = {x: 221 — z2 = 1.5} separa estrictamente los dos
conjuntos. <&

Ejemplo 2.34. Sean: C = {z: 22 <0}, D = {z: x129 > 1,21 > 0}. No
existe ningun hiperplano que los separe estrictamente. <

Definicién 2.15. Sean: A un conjunto, H un hiperplano. H se llama
hiperplano de apoyo de A, si H y la frontera de A (denotada 0A) no son
disyuntos, y ademds A estd contenido en uno de los semiespacios cerrados
de H.

Proposicion 2.18. Sea C' un conjunto convero. Six € 0C, entonces existe
un hiperplano de apoyo de C que pasa por x.
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Ejemplo 2.35. Sean: A = {z: 22 +23 < 4,22 +2% > 1,29 > 0}, 2 = (0,1).
x € JA, sin embargo no existe un hiperplano de apoyo de A que pase por
z. <

Ejemplo 2.36. Sean: C = By[0,1] = {x: |z1| < 1, |22 < 1}, 2 = (1,0),
y = (1,1) -puntos de la frontera de C-. Existe un unico hiperplano de apoyo
de C que pase por z, a saber H = {(z1,22): 1 = 1} = {(1,z2)}. Este
mismo hiperplano es hiperplano de apoyo de C en y. Sin embargo, en y hay
muchos més hiperplanos de apoyo, por ejemplo, {(x1,x2): x1 + 29 = 2}.O

En matematicas, varias definiciones se enuncian primero en un punto
y luego se consideran en todo el conjunto, por ejemplo, la definiciéon de
continuidad se hace primero en un punto y después en todo un conjunto. La
convexidad de un conjunto también se puede definir en un punto.

Definiciéon 2.16. Sea C un conjunto, T € C. Se dice que C es convexo
con respecto a Z, o también “estrellado” (forma de estrella) con respecto a
z, si para todo y en C, y para todo real A en el intervalo [0, 1], entonces
z = zzyn = (1-A)T + Ay también esta en C.

Ejemplo 2.37. El conjunto de puntos, en R?, que estdn sobre los ejes
coordenados, no es convexo, pero si es convexo con respecto al origen. <

Ejemplo 2.38. Una estrella regular de cinco puntas no es un conjunto
convexo, pero si es un conjunto convexo con respecto a cada uno de los
puntos del pentagono regular formado por los cinco vértices interiores.

Usando la definicién de convexidad en un punto, se puede decir que un
conjunto es convexo si es convexo con respecto a cada uno de sus puntos.

EJERCICIOS

2.1. Sea A = {(w1,22): 23 < x3}. Halle co (A).
2.2. Sea A= {(x1,22): 2} = x2}. Halle co (A).
2.3. Sea A= {(w1,22): 2} < x3}. Halle co (A).

2.4. Sea A = {(x1,22): 1 >0, z1|za] > 1}. ;A es cerrado? Halle co (A).
i, co(A) es cerrado? Dé condiciones suficientes para que si A es cerrado,
entonces co (A) sea cerrado.
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

Sea C' = {(x1,z2): |x1| < x2}. Halle los puntos extremos, las direc-
ciones y las direcciones extremas de C.

Sea C' = {(x1,72): 22 < x5}. Halle los puntos extremos, las direc-
ciones y las direcciones extremas de C.

Sea C' = {(w1,22,23): 22 < x9, 1 + 22 + 73 < 1}. Halle los puntos
extremos, las direcciones y las direcciones extremas de C'.

Sean: C' un convexo, A una matriz m x n, D = {y: y = Az,z € C}.
Muestre que D es un convexo.

Sean: A una matriz m xn, (m < n) de rango m, D = {d: Ad=0,d >
0,d # 0} # (). Muestre que D es un cono convexo.

Sean z!, ..., ™ elementos no nulos de R™. Una combinacién lineal

de estos elementos se llama no negativa si todos los escalares son no
negativos, y se llama positiva si todos los escalares son positivos. Sea
enn(x!, ..., 2™) el conjunto de todas las combinaciones lineales no neg-
ativas y cp(z!,...,2™) el conjunto de todas las combinaciones lineales
positivas. Muestre que los conjuntos cnn(z!,...,2™) y cp(x!,...,z™)
SON CONOS CONVEXOS.
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Capitulo 3

MATRICES DEFINIDAS Y
SEMIDEFINIDAS
POSITIVAS

3.1 FACTORIZACION DE CHOLESKY

Sea A una matriz simétrica. Bajo ciertas condiciones (como se verd pos-
teriormente, si y solamente si es definida positiva), existe una matriz U
triangular superior invertible tal que UTU = A. El célculo se puede hacer
por filas, es decir, primero se obtienen los elementos de la primera fila de U,
en seguida los de la segunda, etc.

Supongamos conocidos los elementos de las filas 1,2, ..., k-1 de la matriz
U. O sea, se conocen los elementos u;; para i = 1,2,...,k-1 y para j =
i, 4+ 1,...,n. Como U es triangular superior, se sabe también que u;; = 0
para i > j. Al multiplicar la fila k& de la matriz U™ por la columna k de la
matriz U se tiene:

apk = (U")rUg
— (Ux)"Us

n

_ 2
= Euzk

i=1

k n
_ 2 2
= E Ujp, + § s,
i—1

i=k+1
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k
2 2 E 2
Akl = Uk + Uk
i=1 >k
k
_ 2
= E Uik
i=1

k-1
_ 2 2
=1

De la ultima igualdad todo se conoce salvo ugg, entonces

k-1
Uik — akk—Zufk 5 k= 1,...,n. (31)
i=1

Para que tenga sentido la raiz cuadrada se necesita que la cantidad bajo el
radical sea no negativa. Como ademés, U es invertible (y su determinante
es igual al producto de los elementos diagonales), entonces ugx # 0. Luego
para poder obtener U de manera adecuada se necesita que

k-1
arr— > uf >0, k=1,.,n (3.2)
=1

Al multiplicar la fila k de la matriz UT por la columna j de la matriz U, con
k < j, se tiene:

ar - (UU.;

= (UR) U,

n
=D s UikUij

k n
=§ Uik Ui + E Uik Wig
i=1

i=k+1
k

= E Uz‘kuij‘f'g Uik Wi
i=1 i>k
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3.1. FACTORIZACION DE CHOLESKY

k
= § Wik Ui
i=1
k-1

aj = E Uik U5 + Uk Uy -
=1

De la tultima igualdad todo se conoce salvo uy;, entonces

k-1
1
ug; = (akj - Zuzkum)u—kk , k=1,...,n-1 (3.3)
i=1
i=k+1,..n.

En resumen, si siempre se cumple la condicién (3.2), mediante las fér-
mulas (3.1) y (3.3) se puede obtener la matriz U.

Ejemplo 3.1.
16 -12 8 -16
-12 18 6 9

A=1 % 6 5 -0
-16 9 -10 46
Uyl = \/1»:4
-12
uip — 4 =-3
uis — % =2
-16
U4 = 4 =-4
ugy = 18 — (-3)2 == 3
-6 —(-3)(2
s 3)2) _
—(-3)(-4
v = LSEUED
uss — 5— (2)2 — (0)2 =1
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_ S0-@EH) -0
Uz4 = 1 a

usg = /46 — (-4)% = (-1)? - (-2)? = 5,

entonces,
4 -3 2 -4
0 3 0 -1
U= 0 0 1 -2 ©
0 0 0 5
Ejemplo 3.2.
16 -12 8
A= | -12 7 -6
8§ -6 5
uyp = 4
uip = -3
uis = 2

U229 = \/7— (—3) = \/TQ,

luego no existe la factorizacion de Cholesky para esta matriz A.<

Ejemplo 3.3.
16 -12 8
A=|-12 18 -6
8 -6 4
uyp = 4
U2 = -3
ug =
U2 =
u23 =
uz3s = V0=0,

luego, aunque con
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4
U=10
0

O W w

2
0,
0

se tiene la igualdad A = U™U, no existe la factorizacién de Cholesky para
esta matriz A puesto que U no es invertible. <

3.2 ALGORITMO DE LA FACTORIZACION
DE CHOLESKY

La factorizacion de Cholesky es muy empleada en la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales cuando la matriz de coeficientes es simétrica y definida
positiva, lo cual es bastante frecuente. Por ejemplo, las matrices de rigidez de
los problemas estructurales son definidas positivas. Dado el sistema Az =
b, si se conoce la factorizacién, se tiene entonces UTUxz = b. Si se toma
y = Uz el problema se convierte en UTy = b. Este sistema de ecuaciones
lineales es muy facil de resolver, puesto que es triangular inferior. Una
vez obtenido y, se resuelve Ux = y, también facil de efectuar puesto que
es triangular superior, obteniéndose asi x solucién del sistema inicial. El
método de Cholesky es mas rapido que el método de Gauss.

Otra de las ventajas importantisimas del método de la factorizacion de
Cholesky, cuando se hace utilizando el computador, es que la matriz U se
puede almacenar exactamente donde estaba la matriz A, o sea, si el pro-
grama se elabora de forma adecuada, a medida que se obtiene un elemento
u;j, éste se puede almacenar justamente donde estaba el elemento a;;. Ob-
viamente al finalizar el proceso los valores de la matriz A se han perdido, y
en su lugar estd la matriz U. En la mayoria de los casos esto no es ningtin
problema, por el contrario, es una gran ventaja: tunicamente se requiere
espacio para almacenar una matriz y no para dos.

En el algoritmo presentado a continuacion se hace uso de esta ventaja,
asi al comienzo los valores a;; corresponden, en realidad a los elementos de
A, pero al final estardn los valores de la matriz U. Si al final la variable
error vale 0, se estd indicando que se pudo efectuar la factorizaciéon de
Cholesky, si vale 1 no hay factorizacién de Cholesky para esta matriz, o
sea, A no es definida positiva. La variable de entrada ¢ indica la tolerancia
o precision en el siguiente sentido: los valores positivos menores que € se
pueden considerar como nulos.
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datos: A, n, ¢
resultados: A, error
error =0
para k=1,....,n mientras error=0
S = Qg
para i=1,...k—1
s=s5— a?k
fin-para ¢
si s <e ent
error=1
parar
fin-ent
sino
apk = /s
para j=k+1,...n
t= A4
para i=1,..., k-1
t=1t— Ak Qg
fin-para 1
akj =t/ag
fin-para j
fin-sino
fin-para k

3.3 MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS

Definicién 3.1. Una matriz A real, simétrica (obviamente cuadrada) es
definida positiva (o positivamente definida) si:

2" Az >0 para todo x # 0.

Ejemplo 3.4. La matriz identidad de orden n.

' lrx = 2"z
2
= lzllz
> 0 para todo x
> 0 para todo x # 0.

Luego la matriz identidad es definida positiva. <
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Ejemplo 3.5. La matriz nula de orden n.

z"0x = 0.

luego la matriz nula no es definida positiva. <

Para una matriz simétrica A

n n-1 n
TAr = 2 e
Tz Ar = ayT; + 2 Qi TiTj.
i=1

i=1 j=i+1

Ejemplo 3.6.

Nt

tTAx = 234 5xs + dxya9
= (21 +212)* + 23
0 para todo x
0 sssi (1 +210)2 =0, 22=0
=0 sssi x1+ 212 =0, 2 =0
0 sssi 1 =0, 20 =0
0

sssi x =0,

luego A es definida positiva. <

Ejemplo 3.7.
1 2
o=l 3]
t"Br = 2% 4423 + 4129
= (CCl + 2562)2

> 0 para todo z,

= 0, por ejemplo para 1 = 2,x9 = —1,
luego B no es definida positiva. <
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Ejemplo 3.8.
1 2
o2

2Crx = 2%+ 323 +4xya9
(x1 + 2:L'2)2 — x%,

= —1, por ejemplo para x1 = 2,19 = —1,

luego C' no es definida positiva. <

Definicion 3.2. Una submatriz principal de A es la obtenida al quitar de
A algunas (o ninguna) filas y exactamente esas columnas correspondientes.
Una submatriz estrictamente principal A es la obtenida al quitar de
A las filas y columnas k£ + 1, k+ 2, ..., n con 1 < k < n, es decir, las n
submatrices estrictamente principales de A son:

ap a2
Ai=[an |, A=
az a2

ajl a2 a3
A3 = | ao1 ase ass o, A=A
aszr a32 a33

Definicion 3.3. El determinante de una submatriz principal se llama un
subdeterminante principal; el determinante de una submatriz estricta-
mente principal se llama un subdeterminante estrictamente principal.
Los n subteterminantes estrictamente principales son:

51 = det [ ail ] = aii, 52 = det [ iz :| s ey (Sn = det(A).
az1 a2
En ejemplos pequenos, es relativamente facil aplicar directamente la
definicién para saber si una matriz simétrica es definida positiva. Para
ejemplos grandes, no solo se vuelve dificil, sino casi imposible. La siguiente
proposicién da condiciones necesarias y suficientes para la caracterizacién
de matrices definidas positivas.

Proposicién 3.1. (Condiciones necesarias y suficientes.) Dada una matriz
simétrica las siguientes siete afirmaciones son equivalentes:
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3.3. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS

(1) A es definida positiva;

(2) todos los \;, valores propios de A (reales por ser simétrica), son posi-
tivos;

(8) todos los &;, subdeterminantes estrictamente principales, son positivos;

(4) todos los pivotes agk, en el método de eliminacion de Gauss sin per-
mutacion, son positivos;

(5) existe una matriz U triangular superior invertible tal que A = UTU
(ésta es la factorizacion de Cholesky);

(6) existe una matriz W invertible tal que A =W"'™W ;

(7) todos los subdeterminantes principales son positivos.

Observacioén: la factorizacién de Cholesky, en general, no es tnica, pero
hay tnicamente una matriz U con los elementos diagonales positivos.

Para matrices grandes, en casos no triviales, la caracterizacién mas us-
ada es la factorizacion de Cholesky. Obviamente, si se tiene una matriz U
triangular superior e invertible, se tiene una matriz W invertible. Tratar de
averiguar si una matriz es definida positiva mediante la sexta caracterizacion
casi nunca se utiliza, salvo en el caso, en que por anticipado, se sabe que la
matriz A = WTW, con W invertible.

Ejemplo 3.9. Los valores propios de la matriz identidad son 1,1,...,1 ;
6; = 1 para todo i ; todos los pivotes, en la eliminacién gaussiana, tienen el
valor 1 ; I =1I"I. Como ejemplo de la sexta caracterizacién:

0 Vv3/2 0 1/2 Vv3/2 0 -1/2
0| = 0 1 0 0 1 0
1

1
0
0 -1/2 0 V3/2 /2 0 V3/2

S = O

Por cualquiera de los criterios se ve que la matriz identidad es definida
positiva. <&

Ejemplo 3.10. Los valores propios de la matriz nula son 0, 0, ..., 0 ; 6; =
0 para todo i ; la eliminacién gaussiana no se puede efectuar; como la
matriz nula no es invertible no se puede expresar como producto de matrices
invertibles. Por cualquiera de los criterios se ve que la matriz nula no es
definida positiva. <
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Ejemplo 3.11.

A:[; g] det(A—AT) = (1= A\)(5=A) —4 =2 —6A+1,

sus raices (los valores propios) son: A\ =3+ +v8, X =3—-v8; & =1,
02 =1 ; en la eliminacién de Gauss sin permutaciones

m_ |12 @_ |1 2
4 [25]714 {01’

=[]l ]

Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz A es definida positiva. <

luego agll) =1, ag) =1.

Ejemplo 3.12.

B:[; i] det(B— M) = (1 —=A\)(4—)\) —4 =) -5\,

sus raices (los valores propios) son: A\; =5, g =0; =1, do=0; en
la eliminacién de Gauss sin permutaciones

m_ |1 2 @ _ |1 2
0=y 5] =0 o)

luego bgll) =1, bg) = 0. Al tratar de encontrar la factorizacién de Cholesky:

10 1 2
B=ly0llo o]
Como B no es invertible no se puede encontrar W invertible, tal que B =

WTW. Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz B no es definida
positiva. <

Ejemplo 3.13.

C’:[; ;] det(C —A)=(1-XN)B -\ —4=7—4\—1,

sus raices (los valores propios) son: A\; = 2 ++5, \a =2 -5 § =1,
092 = —1; en la eliminacién de Gauss sin permutaciones
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om_ |1 2 @ _ |1 2
=53] =15 2]

luego cgll) = 1, c%) = —1. Al tratar de encontrar la factorizaciéon de

Cholesky ésta no se puede realizar, ya que aparece la raiz de un niimero

negativo. Si C' = WTW entonces det(C) = det(W™) det(W) = (det(W))Q,

pero como det(C) = —1, entonces no existe tal matriz W. Luego, por
cualquiera de los criterios, la matriz C no es definida positiva. <

Proposicién 3.2. (Condiciones necesarias.) Si A es una matriz simétrica
definida positiva entonces:

(1) ai; > 0 para todo i ;

(2) a?j < ajajj para todo i # j ;

8) maxa;; = max |a;;|, es decir, max |a;;| es un elemento diagonal;
i Y Qg 9

(4) 2|aij| < ai; + a;j para todo i # j.

Ejemplo 3.14. Sean:

5 6 2 4 2 3
I B PR R PR
10 -3 5
c =13 1-1
5 -1 3

Para cada criterio se presenta un ejemplo de una matriz que no lo cumple,
luego no es definida positiva y un segundo ejemplo de una matriz que cumple
el criterio y, sin embargo, no es definida positiva.

(1) A no cumple el criterio, luego no es MDP.

B cumple el criterio y, sin embargo no es MDP.

(2) B no cumple el criterio, luego no es MDP.

C cumple el criterio y, sin embargo, no es MDP.

(3) A no cumple el criterio, luego no es MDP.

B cumple el criterio y, sin embargo, no es MDP.
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(4) D no cumple el criterio, luego no es MDP.

B cumple el criterio y, sin embargo, no es MDP. <&

Definicion 3.4. Una matriz es de diagonal estrictamente dominante
por filas si:

n

E laij| <laii| , para todo i.

=1

J#i
Una matriz es de diagonal estrictamente dominante por columnas
si:

n
Z laij| < |ajj| ,  para todo j.
j=1
J#i
Una matriz es de diagonal estrictamente dominante si es de diagonal
estrictamente dominante por columnas y de diagonal estrictamente domi-
nante por filas.

Es obvio que para matrices simétricas las tres definiciones anteriores coinci-
den.

Proposicién 3.3. (Condiciones suficientes.) Si A es una matriz simétrica,
de diagonal estrictamente dominante y positiva, entonces es definida posi-
tiva.

Ejemplo 3.15.

4 1 -2
A= 1 5 3
-2 3 6

cumple el criterio, luego es definida positiva. <

[33]

no cumple el criterio y, sin embargo, es definida positiva. <

Ejemplo 3.16.
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3.4 MATRICES SEMIDEFINIDAS POSITIVAS

Definicién 3.5. Una matriz A real, simétrica (obviamente cuadrada) es
semidefinida positiva o definida no negativa si:

2 Az >0 para todo z.

Es evidente que toda matriz definida positiva es semidefinida positiva.

Algunas veces, no en estas notas, se agrega a la definicién de matrices
semidefinidas positivas la existencia de un z no nulo tal que xTAx = 0.
Segun esta otra definicién una matriz definida positiva no seria semidefinida
positiva.

Ejemplo 3.17. Los ejemplos anteriores de matrices definidas positivas son
matrices semidefinidas positivas. <

Ejemplo 3.18. La matriz nula 0. Aplicando la definicién 270z = 0, luego
la matriz nula es semidefinida positiva. <

Ejemplo 3.19.

1 2
o= ]
t"Br = 2% 4423+ dxi29
= (21 + 2x9)*
> 0 para todo z,

luego B es semidefinida positiva. <

Ejemplo 3.20.

1 2
=[5 3]
e"Cr = 2% + 323 + 4wy
= (@1 + 229)% — 22
= -1 por ejemplo para x1 =2, x9 = —1,

luego C no es semidefinida positiva. <
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Ejemplo 3.21.
0 O
e-[o 4]

t"Ex = —a3

= -1 por ejemplo para x; = 0,29 =1,
luego F no es semidefinida positiva. <

Proposicion 3.4. Dada una matriz A simétrica, las siguientes siete afir-
maciones son equivalentes:

(1) A es semidefinida positiva;
(2) todos los \; valores propios de A son no negativos;

(8) 6; > 0 para todo i y para cualquier reordenamiento simétrico de filas y
de columnas, es decir, para cualquier permutacion de las filas y de las
columnas correspondientes;

(4) los pivotes agk, en el método de eliminacion de Gauss posiblemente
con permutaciones simétricas, son todos no negativos;

(5) existe una matriz U triangular superior, posiblemente no invertible,
tal que A=UTU ;

(6) eziste una matriz W, posiblemente no invertible, tal que A =W™W ;

(7) todos los subdeterminantes principales son no negativos.

Observacién: El séptimo criterio es un caso particular del tercer criterio
pero mas facil de aplicar.

Es claro que las caracterizaciones para las matrices definidas positivas
son mas fuertes que las caracterizaciones para las matrices semidefinidas
positivas. En los ejemplos de matrices definidas positivas se observa clara-
mente que éstas cumplen con las caracterizaciones de matrices semidefinidas
positivas.

Ejemplo 3.22. Los valores propios de la matriz nula son 0, 0, ..., 0; § =0
para todo i y para cualquier reordenamiento simétrico de filas y columnas;
la eliminacién de Gauss (con posibilidad de permutacién) conduce a pivotes
nulos; 0 = 070 ; todos los subdeterminantes principales son nulos. Por
cualquiera de los criterios se ve que la matriz nula es semidefinida positiva. <
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Ejemplo 3.23.

B:[; i] det(B — M) = (1 —=X\)(4—X\) —4 =A% -5\

sus raices (los valores propios) son: A\; =5, A2 = 0; sin reordenamientos
61 =1, 03 =0 ; tnicamente hay un solo reordenamiento de B:

4 2
2 1
61 =4, 03 =0; en la eliminacién de Gauss
1 _ 1 2 @ _ 1 2
A PR P

(

luego blll) =1, béQ) = 0. Al tratar de encontrar la factorizacién de Cholesky:

v=[aalls

los subdeterminantes principales son 0 (sin quitar filas ni columnas), 1 (qui-
tando la segunda fila y la segunda columna) y 4 (quitando la primera fila y
la primera columna). Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz B es
semidefinida positiva. <

Ejemplo 3.24.

C:[; ;],det(C—/\I):(1—)\)(3—)\)—4:)\2—4/\—1,

sus raices (los valores propios) son: A\; =2+ V5, A2 =2—1+/5 ; sin reorde-

namientos 01 = 1, d5 = —1 ; en la eliminaciéon de Gauss
m_ |1 2 @_ |1 2
o=, 5] em=ls 1)
luego cgll) =1, 0522) = —1; al tratar de encontrar la factorizacién de

Cholesky ésta no se puede realizar, ya que aparece la raiz de un ntmero
negativo. Si C'= WTW entonces det(C) = det(WT) det(W) = (det(W))2,
pero como det(C) = —1, entonces no existe tal matriz W. Los subde-
terminantes principales son —1 (sin quitar filas ni columnas), 1 (quitando
la segunda fila y la segunda columna) y 3 (quitando la primera fila y la
primera columna). Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz C' no es

semidefinida positiva. <
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Ejemplo 3.25.

E:[g _H,det(E—AJ):(o—A)(—1—A)=A2+A,

sus raices (los valores propios) son: A\; =0, A2 = —1 ; sin reordenamientos
91 =0, 62 =0 ; el tnico reordenamiento simétrico (de filas y de columnas)
da como resultado:
-1 0
0 0|’

01 = —1, 6o =0 ; al tratar de encontrar la factorizacién de Cholesky ésta
no se puede realizar, ya que aparece la raiz de un ntimero negativo. Tampoco
se puede encontrar W tal que E = WTW. Los subdeterminantes principales
son 0 (sin quitar filas ni columnas), 0 (quitando la segunda fila y la segunda
columna) y —1 (quitando la primera fila y la primera columna). Luego la
matriz E no es semidefinida positiva. <

Proposicién 3.5. (Condiciones necesarias.) Si A es una matriz simétrica
semidefinida positiva entonces:

(1) ai; > 0 para todo i ;

(2) a?j < ajaj; para todo i, ;

(3) maxa;; = max|a;;|, es decir, max |a;j| es un elemento diagonal;
(4) 2laij| < aii + ajj para todo i,j ;

(5) azy=0= A =0,A; =0 ;

(6) 6; > 0 para todo i.

Ejemplo 3.26.
0 0 1 2 1 3
a=loaloead] e ai)

8 5 8
D:[?H,Ezszxes
8 6 9

Para cada criterio se presenta un ejemplo de una matriz que no lo cumple,
luego no es semidefinida positiva y un segundo ejemplo de una matriz que
cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

48



3.4. MATRICES SEMIDEFINIDAS POSITIVAS

(1) A no cumple el criterio, luego no es MSDP.

C cumple el criterio y, sin embargo, no es MSDP.

(2) B no cumple el criterio, luego no es MSDP.

FE cumple el criterio y, sin embargo, no es MSDP.

(3) C no cumple el criterio, luego no es MSDP.

FE cumple el criterio y, sin embargo, no es MSDP.

(4) C no cumple el criterio, luego no es MSDP.

E cumple el criterio y, sin embargo, no es MSDP.

(5) D no cumple el criterio, luego no es MSDP.

A cumple el criterio y, sin embargo, no es MSDP.

(6) B no cumple el criterio, luego no es MSDP.

A cumple el criterio y, sin embargo, no es MSDP. <&

Definiciéon 3.6. Una matriz A simétrica es definida negativa si —A es
definida positiva. Una matriz A simétrica es semidefinida negativa si
—A es semidefinida positiva. Una matriz A simétrica es indefinida si no
es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa, o lo que es lo mismo, si
existen x, y tales que (z"Ax)(y"Ay) < 0, o también, si tiene por lo menos
un valor propio positivo y por lo menos un valor propio negativo.

Ejemplo 3.27.

{ :; :g } es definida negativa. <
Ejemplo 3.28.
1 2 . . .
A = [ 9 3 } no es semidefinida positiva,
-1 -2 . . .-
—-A = [ 9 3 ] tampoco es semidefinida positiva,

luego A es indefinida. Sean: = = (2,—-1), y = (1,0). Entonces (z"Ax)
(y"Ay) = (—1)(1) = —1, lo que comprueba que A es indefinida. <
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3.5 MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS EN
UN SUBESPACIO VECTORIAL

Es posible que una matriz no sea definida positiva pero cumpla la propiedad
x™ Ax > 0 para todos los vectores x en algin conjunto especial. Para sube-
spcios vectoriales se tiene la siguiente definicién.

Definicion 3.7. Sea £ un subespacio vectorial de R". Una matriz simétrica
A es definida positiva en £ si

2" Ax >0, Vx e &, x#0.

A es semidefinida positiva en & si
2"Ax >0, Vr€é.

Obviamente si una matriz es definida positiva es definida positiva en
cualquier subespacio. Si & = R”, se tienen las definiciones usuales de matriz
definida positiva y matriz semidefinida positiva. Si £ = {0} cualquier matriz
simétrica es semidefinida positiva y definida positiva en &.

La definicién de matriz definida positiva en un subespacio vectorial es
util sobre todo cuando la matriz no es definida positiva, y si es definida
positiva en algin subespacio vectorial de R".

Ejemplo 3.29. La matriz
0 1
=17
no es definida positiva ni semidefinida positiva. Tampoco es semidefinida
negativa. Sus valores propios son 1, —1. Sea x € £ = {(z1,22): 3x; — 22 =

0}.

e = (o oe ][0 2][2]

= 21’1.%'2
= 21‘1(31’1)
= 633%

> 0 sixp #0.

Luego A es definida positiva en £. &
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Saber si una matriz es definida positiva en un subespacio vectorial apli-
cando directamente la definicién puede ser facil para matrices pequenas,
sin embargo, es muy 1util tener procedimientos precisos para matrices de
cualquier tamano.

Sean: € un subespacio vectorial de R”, v!, v2, ..., v* una base de &, F la
matriz n x k cuyas columnas son los vectores v', v2, ..., v*. Los elementos
de la forma FE¢ caracterizan completamente a £, es decir, « es un elemento
de & si y solamente si existe & € R¥ tal que z = F¢. Una matriz simétrica
A es definida positiva en & si T Az > 0 para todo z € £,z # 0, o sea, si
(BE)TAEE = ETETAEES > 0 para todo € € R¥ £ # 0.

Proposiciéon 3.6. Sea A una matriz simétrica. A es definida positiva en
E si y solamente si ETAE es definida positiva. A es semidefinida positiva
en € si y solamente si ETAE es semidefinida positiva.

En esta proposicién el criterio no depende de la base escogida. Para
saber si la matriz ETAF, de tamano k X k, es definida positiva se utiliza
cualquiera de los criterios vistos anteriormente.

Ejemplo 3.30. Sean:

01
a= )
E = {(z1,72): 3x1 — 22 = 0}.

La dimensién de £ es 1. Una base de £ es v! = [1 3]", entonces

e-[1]

ETAE =1[6]=6> 0,
luego A es definida positiva en £. <

Ejemplo 3.31. Sean:

1 2 3
A= |24 5[,
3 5 6
€ = {(xhxz,xg):xl—i—ga_yxg:o}_
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La dimensién de € es 2. Una base de E esv! =[1 0 -1]%, v* =[0 1 -1]%,
entonces

1 0
E = |0 1],

1A
R
EAE_[OO.

Luego A es semidefinida positiva en £. Si se escoge otra base la conclusion
serd la misma. Otra base de £ esv! =[1 0 -1]7, v?2 =[1 -2 1]7, entonces

11
E = |0 2],
101
11
T _
par - [0

luego A es semidefinida positiva en £. <

3.5.1 En el espacio nulo de una matriz

Con frecuencia un subespacio vectorial estd definido como el espacio nulo
de una matriz. En este caso hay un procedimiento explicito para encontrar
una base.

Definicion 3.8. Sea M una matriz p x n. El espacion nulo de M es el
conjunto

N(M)={zeR": Mz =0}.

Este conjunto es un subespacio vectorial de R™. Si M no es la matriz nula
existe una matriz M cuyas filas son linealmente independientes y ademads

N(M) = N (M).

En lo que sigue se supone que las filas de M son linealmente inde-
pendientes. Esto implica que 1 < p < n y que el rango de M es p. Si
p = n, entonces N (M) = {0}. Como generalizacién se puede decir que si
M no tiene filas (p = 0), entonces N' (M) = R™.
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El problema que estudiaremos a continuacién es el siguiente. Dada A
matriz simétrica n x n y M matriz p X n, rango(M) = p, se desea saber si
A es definida positiva (o semidefinida positiva) en N (M).

Si p = n, entonces A es definida positiva y semidefinida positiva en
N(M) = {0}. Para la generalizacién p = 0, se trata simplemente de
averiguar si A es definida positiva en R"™. En consecuencia podemos suponer
que 1 < p < n. El espacio N (M) tiene dimensién ¢ = n —p, o sea, cualquier
base de N(M) tiene ¢ elementos.

Para poder aplicar la proposicién 3.6 se requiere conocer una matriz E
cuyas columnas son los vectores de una base de N'(M). Como rango(M) = p,
entonces existe B de tamano p X p, submatriz de M, invertible. Entonces el
sistema

es equivalente a

B 'Mz=Mz = 0.

La matriz M’ tiene una caracteristica importante, tomando adecuada-
mente p columnas se obtiene la matriz identidad de orden p. La matriz M’
se puede obtener por multiplicacién explicita o también llevando M a la
forma escalonada reducida por filas.

Sean: L la submatriz p x ¢ formada por las demés columnas de M/,
xp el vector columna p X 1 construido con las componentes del vector x
correspondientes a las columnas de M’ que forman la matriz identidad, xzj,
el vector columna ¢ x 1 construido con las demas componentes del vector
x. Las variables x g se llaman variables bésicas. Las variables x, se llaman
variables libres.

El sistema M’z = 0 es equivalente a

(L]t =

luego rg = —Lxj.

Una manera de obtener una base de V(M) es mediante el siguiente pro-
cedimiento: dar a la primera variable libre (componente de x) el valor 1
y a las demés variables libres el valor 0. De esa manera xg = —L.; y se
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obtiene el primer elemento de la base. Enseguida, se le da a la segunda vari-
able libre el valor 1 y a las demds variables libres el valor 0. De esa manera

xp = —L.3 y se obtiene el segundo elemento de la base. Y asi sucesivamente
hasta obtener los ¢ elementos de la base. Entonces la matriz F tiene la forma
I

o la matriz obtenida por permutacién de filas para concordar con el orden
de las variables. De manera mas precisa: si las variables béasicas son las p
primeras (y las variables libres las ¢ dltimas), entonces no se requiere hacer
ninguna permutacién de filas, en caso contrario se reordenan las filas.

Dicho en palabras, en las p filas de E correspondientes a las variables
bésicas se colocan las p filas de —L, y en las ¢ filas de E correspondientes a
las variables libres se colocan las ¢ filas de I,,.

Ejemplo 3.32. Encontrar una matriz E para N (M) subespacio nulo de la
matriz M =1 1 1].

La matriz M ya esta en la forma escalonada reducida. Consideremos, por
ejemplo, que la primera columna de M constituye I y que las dos tultimas
forman L

~
|

[

[
rp = [.%'1

|

rL = )
3
entonces
-1 -1
FE = 1 0 &
0 1

Ejemplo 3.33. Encontrar una matriz F para N (M) subespacio nulo de la
matriz

w12t

5 6 7 8

Llevandola a la forma escalonada reducida resulta
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10 -1 -2
o1 2 3]

Las dos primeras columnas de M constituyen I y las dos ultimas forman L

[ -1 -2
L= |5 3]
x = _xl
B = |
-1‘3:|
Ty, = P
_x4
entonces
1 2
-2 =3
E = 1 0 &
0 1

Ejemplo 3.34. Averiguar si A es semidefinida positiva en /(M) subespacio
nulo de la matriz M,

-2 1111
11111
A = 11111
11111
111 11
(123 4 5
M = |2 46 7 8
|36 9 10 12

Llevando M a la forma escalonada reducida se obtiene

1
0
0

O O N

300
010
0 01

~

Las columnas 1, 4, 5 constituyen I, la segunda y tercera forman L,
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2 3
L = 0 0
[ 00
- -
rBp = T4
L Z5
- - :|
rL = )
L 3
entonces
-2 -3 1
_ 0 0 Ty
I = 0 0 T
g 1 0 i)
0 1 T3

-2 =3

1 0

EF = 0 1

0 0

0 0

Aplicando la proposicién 3.6:
-11 -16
T _
ETAE = [16 23]

Los valores propios de ET AE son 0.0880, —34.0880, luego A no es semidefinidal]
positiva en N (M). <&
EJERCICIOS

3.1 - 3.12 Diga si las siguientes matrices son definidas positivas, semidefinidas
positivas, definidas negativas, semidefinidas negativas, o indefinidas.
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1 2 3 1 2 3 45
Al=12 4 5|, A42=]2 4 5 ,A3—[5 7},
3 6 6 3 5 6
1 00 9 -18 -15 9 6
At = 4 0|, A=|-18 40 22 ,A6:[6 4},
0 0 6 -15 22 42 )
100 1 -1 27 0 1 1 2
1 11 -2 3 1 20 -2 3
7T __ 8 _
A=l 0 202 a3A 7 1 230 95|
2 3 -3 13 | 2 3 25 20
00 1 -1 27 10 1 1 2
1 11 -2 3 1 2 -2 3
9 10 __
A=l 9 12 a4 =] 1 23 2|
2 3 -14 13 | | 2 3 2 -2
100 1 1 27 10 1 1 2
nw_ | 112 3 12 1 11 2 3
A=l s 23T 1 2 12 13
2 3 13 11 | | 2 3 13 14

3.13 Diga si las siguientes matrices A son definidas positivas o semidefinidas
positivas en el espacio nulo de la matriz M.

2 0 0
AP=10 -2 0|, MP=]0 0 -1].
0 0 -2

2 00
A"=10 -2 0|, M*=[0 1 0].
0 0 2

2 2 1
AP =12 1 0|, MP=[3 2 1].
10 2
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CAPITULO 3. MATRICES DEFINIDAS Y SEMIDEF. POSITIVAS

2 2 1
A =12 1 0 o= | 24 6
L0 2| 3 6 10 |°
2 2 1 2 4 6
A"=12 10|, M7"=]| 3 6 10
102 10 10 10
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Capitulo 4

FUNCIONES CONVEXAS
Y GENERALIZACIONES

4.1 FUNCIONES CONVEXAS

Definicion 4.1. Una funcién f con valores reales, definida en un convexo
no vacio C, es convexa, si para todo x, y en C'y para todo A en [0, 1]

fzayn) = (L =Nz + Ay) < (1= XN)f(z) + Af(y) = fayr-

La funcién f es estrictamente convexa si para todo z, yen C, x £y y
para todo A en |0, 1]

f(zeyn) = F(L =Nz 4+ Ay) < (1 =X f(@) + Af(y) = fayr-

La nocién de convexidad se puede interpretar geométricamente de la
siguiente manera: una funcién es convexa si al tomar dos puntos (z, f(z)),
(y, f(y)) (de la “grafica” de f) y unirlos por medio de un segmento de recta,
éste nunca queda por debajo de la grafica.

Definicién 4.2. Una funcién f definida en un convexo no vacio es céncava
( estrictamente céncava) si —f es convexa (estrictamente convexa).

Es claro, segin la definicién, que toda funcién estrictamente convexa
también es convexa. Como para A = 0 y para A = 1 siempre se tiene
f(x) < f(z)y f(y) < f(y), entonces en la definicién de convexidad se puede
hacer variar A tinicamente en el intervalo abierto 0, 1].
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CAPITULO 4. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES

Figura 4.1

Ejemplo 4.1. f: C CR — R, f(z) = 22. Gréaficamente se “ve” que f es
convexa. Por otro lado, sean z, y en C, A en el intervalo [0, 1],

for = Fzapn) = (=N + 2" = (1= N+ Ay)’
= A2 = 2%z + 2% — N2y — 2 a2y + 202y
= 2A1 =N+ 21— \) = 2zyA(1 - \)
= (z—y)* A1 -
> 0.
Luego f(zzyn) < feyr, es decir, f es convexa. Ademds si x # y, entonces

(r—1)? > 0, ysiAestd en el intervalo abierto ]0, 1[ se tiene que A(1—\) > 0,
luego feyr — f(2zyr) > 0, 0 sea, f es estrictamente convexa. <

En la figura 4.2 las funciones en a), b) y ¢) son convexas; la funcién en a) es
estrictamente convexa; las funciones en ¢) y d) son céncavas; la funcién en
d) es estrictamente céncava; la funcién en e) no es ni convexa ni céncava.

Ejemplo 4.2. Sean: c€ R", a € R, f:CCR" — R, f(z)=c"z+ a.
Si n = 2 la gréafica corresponde a una parte de un plano.

f;ty)\ - f(za:yk) = (1 - )‘)(CT:C + Oé) + )‘(CTy + a)

—"(1=Nz+Ay) —a=0

Esta funcién es convexa, pero no estrictamente convexa, también es concava
y no es estrictamente céoncava. <
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4.1. FUNCIONES CONVEXAS

f(t)

~

f(t)
N4
|

t [

2)
f<t>[

)

by
f
t

f (t)/l/
I t
c)
(t) l
e) !

Figura 4.2

Ejemplo 4.3. f: C CR" — R, f(x) = ||z|.

f(zryk) = f((l - Nz + )\y)

(1 =)z + Ayl

11 =Nz + [[Ay]]
1= Alllzll + [Allly]
(1= f(x)+Af(y).

Entonces la norma es una funcién convexa. <

Ejemplo 4.4. Sean: =z = (0,0), y =

(0,1), A =1/2, 2z = zzy» = (0,1/2).

Entonces ||z]| = [|0.5y|| = 0.5]|y||. Por otro lado (1-A)||z|| + Ally|| = 0.5]y]|.
Luego ninguna norma |||| es una funcién estrictamente convexa. Esto no con-
tradice el resultado de Anélisis Funcional, segin el cual la norma euclidiana

es una norma estrictamente convexa. <

Ejemplo 4.5. f:[-2,3] — R, f(z) =23 Siz = -1,y =1, A = 1/4,

entonces

fa:y)\ - f(zxyk)



CAPITULO 4. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES

Luego f no es convexa. Tampoco es céncava. Sin embargo, para esta
funcidén, al cambiar el conjunto de definicion, se puede tener convexidad. <

Ejemplo 4.6. f :[0,3] — R, f(x) = 23 es convexa, mas atn, es estricta-
mente convexa. <

Definiciéon 4.3. Sean: f : A — R una funcién, & un nimero real. Se
llama un conjunto de nivel al subconjunto de A:

IF'pn={zxecA: f(z) <a}.

Proposicion 4.1. Sea C un convexo. Si f : C — R es convexa, entonces
todos los conjuntos de nivel son convexos. En particular {x: f(z) < 0} es
un convezo.

Proposicion 4.2. Sea C' un conjunto convexo. Si f : C — R, g: C — R
son funciones convexas y o y 3 son nimeros no negativos, entonces

af+pBg:C — R es conveza.

En particular, of, f + g son convezas.

Obviamente también se tiene la generalizacién para mas de dos funciones.
Si fi,..., fm son funciones convexas definidas en un convexo C, y aq,...ay,
son escalares no negativos, entonces

arfi+...+amfm:C —R es convexa.

Uno esperaria que el producto de dos funciones convexas fuera una
funcién convexa, pero no es cierto en general. Basta con considerar x, x>

que son funciones convexas en R, pero f(x) = 2% no es convexa en R.

Proposiciéon 4.3. Sea C un conjunto convero. Si f : C — R es conveza,
entonces las siguientes “ampliaciones” de f son funciones convezas:

fl ﬂRmXCXRp_}Ra fl(u>$7v):f($)
fo R xC —R, fo(u,z) = f(x)
fs O xRF — R, fs(@,v) = [f(x).

Ejemplo 4.7. Como la funcién f(z) = 22

es convexa, entonces fi(x1,x2) =
22, fao(z1,m2) = 22 son convexas, luego g(x1,r2) = 2 + 73 es una funcién

convexa. <
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4.1. FUNCIONES CONVEXAS

Proposicién 4.4. Sean: C un convero no vacio, f : C — R. Si f es
convezxa, entonces es continua en el interior de C, o sea, la continuidad en
el interior de C' es una condicion necesaria para la convexidad.

Ejemplo 4.8. f :[0,1] — R definida por f(z) = [z] (parte entera) no es
continua en [0, 1], pero es convexa en [0, 1] y continua en ]0,1[. <

fo={7 3

Ejemplo 4.9.

si x=0,

Como f no es continua en x = 0, entonces no es convexa. <

Definicion 4.4. Sean: C' C R™ un convexo no vacio, f : C — R. Se llama
epigrafo de f al subconjunto de R*t!:

epi(f) = {(z,A): f(x) < A}.

Proposicion 4.5. Sea C C R"™ un convexo no vacio. f : C — R es
conveza si y solamente si su epigrafo es un conjunto convero.

Ejemplo 4.10. Sean: f: R — R, f(z)=|z|.

epi(f) ( ) || < @2}

( )iz <xasizy >0,—z; < xgsix; <0}
(r1,22): w1 — w2 <0sixzy >0,—27 — 29 < 0siz <0}
( )

cxp — w2 <0, -2 — 20 < 0}

Il
—~

es convexo por ser interseccién de dos semiespacios, luego f es convexa. <

Ejemplo 4.11. Sean:

z = (0,0,0) € epi(f),
(0,-1,-1) € epi(f),

A = 1/2,
J— %J;Jr%y:(o,-l/z-l/m¢epi(f),

ya que f(0,-1/2) =-1/8 £ -1/2.

Entonces epi(f)no es convexo, luego f no es convexa. <
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CAPITULO 4. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES

Proposicion 4.6. Sean: C un convero no vacio, f : C — R convexa,
¢ : f(C) — R convexa y creciente (u < v = p(u) < p(v)). Entonces
g=ywof:C —R, definida por g(x) = p(f(z)), es conveza.

Ejemplo 4.12. La funcién g(z1,72) = (221 + 379 + 4)? definida para z > 0
es convexa, pues f(z1,72) = 221 + 372+ 4 es convexa y ¢(t) = t? es convexa
y creciente en [16, 00]. La funcién g es convexa en todo R?, pero esto no se
deduce de la proposiciéon anterior. <

Ejemplo 4.13. La funcién g(z1,z2) = exp(2z1 + 3z2 + 4) es convexa pues
f(z1,22) =221 4+ 329+ 4 es convexa y p(t) = exp(t) es convexa y creciente
en R. &

Proposicion 4.7. Sean: C C R™ un convezro abierto y no vacio, f : C —
R diferenciable. Entonces f es convexa si y solamente si para todo x,T € C

fl@) = f(@) = f'(7)"(x — 7).

La anterior desigualdad se puede presentar asi:

f@) = f@) + f'(@)"(z - 2).
Sin =1 la expresién del lado derecho representa la recta tangente a la curva

en el punto (z, f(Z)), o sea, una funcién derivable es convexa si y solamente
si la curva queda por encima de todas las rectas tangentes.

Figura 4.3

En general, la expresién del lado derecho representa la aproximacion
lineal de la funcién en T, o sea, una funcién diferenciable es convexa si y
solamente si cualquier aproximacion lineal subevalia la funcién.
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4.1. FUNCIONES CONVEXAS

Ejemplo 4.14. Sea f(x1,72) = 2% + 23 definida en todo R?. Como f es
diferenciable y ademaés

f@)=f@) - f@)(@-2)=

=2 =2

= ai+a3-37—-13— [ 201 2% | [m_xl]

T2-T2

= m% + m% - E% - f% — 2T1x1 + 25% — 2Z9x9 + 23_6%
l’% + .r% + .CZ'% + f% — 2T111 — 2922

= (w1 —51)% + (22 — Tp)?

> 0.

Entonces f es convexa. <

Proposicién 4.8. Sean: C CR™ un convexo abierto y no vacio, f : C —
R diferenciable. Entonces f es convezra si y solamente si

(f,(y) - f/(fC)) T(y —x) >0  para todo x,y € C.
Si n =1 el gradiente es simplemente la derivada, y asi la anterior de-

sigualdad estd indicando que f'(z) es creciente.

Ejemplo 4.15. Sea f(z1,72) = 23 + 23 definida en todo R%. Como f es
diferenciable y ademds

(W) - @) -2 = (F@" = @) y-2

= ([23/1 2y2] — [2.%'1 2%2]) |: z;:i; :|
Y1-T1
Y2-22 }

2(y1 — 71)  2(y2 — z2)] [

= 2(y1 — 21)% + 2(y2 — 2)°
> 0. ¢

Entonces f es convexa.

Ejemplo 4.16. Sea f(x1,72) = o3 + 23 definida en todo R?. Como f es
diferenciable y ademaés

(1) - F@ ) = (3 2 st 2 [ 170

Y2-T2
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CAPITULO 4. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES

— B e 2] | 1]

3y + 1) (1 — 21)° + 2(y2 — 22)°
= -3, siz=(-1,0), y=(0,0).

Entonces f no es convexa. <

Ejemplo 4.17. Sea f(z1,72) = a3 + 23 definida en C = {(z1,x2): 21 > 0}.
Como f es diferenciable y ademas

(F) = F@) y—2) = 3y +z1)( —21)* +2(y2 — 22)°
> 0,

entonces, segun la ultima proposicion, f es convexa en el interior de C.
Faltaria por ver que también es convexa en todo C. <

Definicion 4.5. Sea A C R” un conjunto abierto. F': A — R" se llama
monotona si

(F(y) — F(x))T(y —x) >0 paratodo z,y € A.

La tdltima proposicion se puede enunciar asi: una funcién diferenciable
f, definida en un convexo abierto, es convexa si y solamente si su gradiente
es monotono.

Una funcién de una sola variable (definida en un intervalo de R) es
monadtona si es creciente en todo el conjunto de definicion o si es decreciente
en todo el conjunto de definicién.

Proposicion 4.9. Sean: C un convero abierto y no wvacio, f : C — R
doblemente diferenciable. Entonces f es conveza si y solamente si la matriz

. 4 azf
hessiana Hy¢(x) = f"(x) = 0201
7 K2

(:c)} es semidefinida positiva en todo

punto x de C.

Recuérdese que para funciones doblemente diferenciables se cumple que
0% f a 0% f
8:cj8xi - 8952630]

, luego la matriz hessiana es simétrica.

Ejemplo 4.18. Sea f(x1,72) = #? + 23 definida en todo R?. Como f es
doblemente diferenciable y ademas
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4.1. FUNCIONES CONVEXAS

f”<x>=[§ g]

es definida positiva, luego semidefinida positiva, entonces f es convexa. <

Una caracteristica de las funciones cuadréticas, de las afines (lineal més
una constante) y de las constantes es que su matriz hessiana es constante,
es decir, no depende del punto donde se evalie.

Proposicion 4.10. Sean: C un convero abierto no wvacio, f : C — R
doblemente diferenciable. Si la matriz hessiana f"(x) es definida positiva
en todo punto x de C, entonces f es estrictamente conveza.

Ejemplo 4.19. Sea f(x1,72) = #? + 23 definida en todo R?. Como f es
doblemente diferenciable y ademés

ra=|5 s

es definida positiva, entonces f es estrictamente convexa. <

Ejemplo 4.20. Sea f(z1,72) = 2} + 22 definida en todo R%2. Como f es
doblemente diferenciable y ademas

2
() = [ 120:1;1 (2) ]

es semidefinida positiva para todo z, entonces f es convexa. La matriz
hessiana no siempre es definida positiva, por ejemplo para x; = 0, luego a
partir de la dltima proposicion no se puede afirmar que f sea estrictamente
convexa, sin embargo, si lo es. &

Ejemplo 4.21. Sea f : B[(3,2),1] — R definida por f(z1,z2) = 3} + 3.
La funcién f es doblemente diferenciable, ademas

=] %Y

es semidefinida positiva siempre que x; > 0, en particular, en el conjunto
abierto definido por la restriccién x; > 0, que contiene la bola BJ[(3,2), 1],
entonces f es convexa, més auln, es estrictamente convexa. <
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CAPITULO 4. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES

Ejemplo 4.22. Sea f(x1,79) = 2223 definida en todo R2. La funcién f es
doblemente diferenciable,

e = |

256% 4z
479 233%

no es semidefinida positiva ya que dy = —12z3x3, entonces f no es con-
vexa. <

Ejemplo 4.23. Sea f(x1,72) = 5(3z1 — 4w — 2)? + 6(21 — 212)? definida
en todo R2. Como f es doblemente diferenciable y ademés

" . 102 -144 B -
fi(z) = [_144 508 ] 61 =102, &y = 480.

Entonces la matriz hessiana es definida positiva y la funciéon f es estricta-
mente convexa. <

4.2 GENERALIZACIONES DE FUNCIONES
CONVEXAS

Definicion 4.6. Una funcién f con valores reales, definida en un convexo
no vacio C, es cuasiconvexa, si para todo x,y € C' y para todo A en el
intervalo [0, 1]

f(zagr) = F(L =Nz + Ay) < max{f(z), f(y)}.

f@®) f(t)

Figura 4.4
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4.2. GENERALIZACIONES DE FUNCIONES CONVEXAS

Definicion 4.7. Una funcién f con valores reales, definida en un convexo
no vacio C, es cuasicéncava, si —f es cuasiconvexa.

Proposiciéon 4.11. Toda funcion convexra es cuasiconvera.
Ejemplo 4.24. f(z1,73) = 22 + 73 es convexa, luego es cuasiconvexa. <

Proposiciéon 4.12. Sea C C R convezxo, f : C — R. Si f es mondtona,
entonces es Cuasiconvera.

Ejemplo 4.25. f(x) = 23 siempre es creciente, luego es cuasiconvexa. <

Ejemplo 4.26. f(x) = 22 definida en todo R no es monétona, sin embargo,
si es cuasiconvexa. <

Proposiciéon 4.13. Sean: C' C R"™ convezo, f : C — R. f es cuasiconvexa
sty solamente si para todo real o, el conjunto de nivel I'y es convexo.

Obviamente la anterior caracterizacion de funciones cuasiconvexas es una
condicién necesaria para funciones convexas

Ejemplo 4.27. f(z1,22) = (21 + 222 — 3)3 4+ 4 no es convexa en R?, ya que
1 6(561 + 219 — 3) 12(331 + 219 — 3)
fi(x) =
12(%1 + 229 — 3) 24(3}1 + 2x9 — 3)

y para z = (0,0), 1 = —18, luego la matriz hessiana no es semidefinida
positiva. Sin embargo,

Ty ( ): (21 + 220 — 3)> +4 < a}
( ): (21 + 220 — 3)% < a — 4}
(1, 22): 11 + 222 — 3 < Va— 4}
( )

es convexo (es un semiespacio) para todo «a, luego f es cuasiconvexa en todo
R2. ©

Ejemplo 4.28. f:(2,00) — R, f(x) = /x no es convexa, sin embargo,
r 1] sioa <2
T 2,0 sioa>v2,

es convexo para todo «, entonces f es cuasiconvexa. Por otro lado, la
funcién es estrictamente creciente, luego es creciente y, por lo tanto, es
cuasiconvexa. <
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Ejemplo 4.29. f(z1,12) = 2323 .
Ty ): 22x3 <0}
T1,m2): vrxs =0}
) X1 = 0}
x1,x2): 21 =0, 0,29 =0}

= { puntos sobre los ejes }

no es un conjunto convexo, entonces f no es cuasiconvexa y mucho menos
convexa. <

Ejemplo 4.30. Sea f : [-2,5]— R definida por f(z) = —|z|. f no es
convexa. Ademads, si x = —2, y =3, A=0.2, entonces

max{f(z), f(y)}-f(zeyr) = max{f(x), f(y)}-f((1 - Nz + Ay)
max{-2,-3} — f(-1)

21

= -1

Luego f no es cuasiconvexa. <

Proposicion 4.14. Sean: C' un convexo abierto y no vacio, f : C — R
una funcion diferenciable. Entonces f es cuasiconvera si y solamente si
para todo x,y € C:

fly) < f@) = f(2)"(y—x) <0.
La anterior implicacién es obviamente equivalente a f'(x)"(y —z) > 0 =
fy)> fz) .
Ejemplo 4.31. f(x) = 23 es cuasiconvexa ya que: f(y) < f(x) implica que
y <z, osea, y—x < 0 entonces a(y — z) < 0 para a > 0. En particular
3z2(y —x) <0. O
Ejemplo 4.32. f(x1,72) = (21 + 22)3 es cuasiconvexa ya que: f'(z)(y —
x) > 0 es equivalente a 3(z1 +22)?((y1 +y2) — (z1 +22)) > 0, lo que implica
que Y1 + y2 > 1 + T2, luego f(y) > f(x). ©

Ejemplo 4.33. f(x1,x2) = x122 N0 es cuasiconvexa en R? ya que para x =

(1,0), y = (=1,1), se cumple f(y) = —1 < f(x) = 0, pero f/(z)"(y — ) =
[01][-21]" =1 £0. ©
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Definicion 4.8. Sean: C' un conjunto convexo, f : C — R. Se dice que f
es estrictamente cuasiconvexa si para todo z,y € C con f(z) # f(y) y
para todo A en el intervalo ]0, 1]

f(zeyn) = (1= Nz + Ay) <max{f(z), f(y)}-

Un poco en contra de lo que se espera, no se tiene que cuasiconvexidad
estricta implica cuasiconvexidad.

Ejemplo 4.34. Sea f definida en todos los reales por

1 si =0
ﬂ@:{o si oz #0.

f es estrictamente cuasiconvexa, pero no es cuasiconvexa. <

Ejemplo 4.35. Sea f definida en todos los reales por

1 si x#0
ﬂ@_{o si x=0.

f es cuasiconvexa, pero no es estrictamente cuasiconvexa. <

Definicion 4.9. Sean: C' un conjunto convexo, f : C — R. Se dice que f
es fuertemente cuasiconvexa si para todo x # y € C' y para todo A en
el intervalo |0, 1]

f(zayr) = F((1 = Az + dy) <max{f(z), f(y)}.

Ejemplo 4.36. f(z) = 1 —exp(-z?) no es convexa, es cuasiconvexa, fuerte-
mente y estrictamente cuasiconvexa. <

Ejemplo 4.37. f(r) = max{0,22-1} es convexa, no es fuertemente cuasi-
convexa, si es cuasiconvexa y estrictamente cuasiconvexa. <

Proposiciéon 4.15.

convezidad estricta — cuasiconvexidad fuerte.
cuasiconvexidad fuerte = cuasiconvexidad estricta
cuasiconvexidad fuerte - cuasiconvexidad .

Definiciéon 4.10. Sea f : A — R doblemente diferenciable en un punto
T € A. Se llama hessiano orlado (bordered) de f en el punto Z a la
matriz de tamafnio (n+ 1) x (n+ 1)

o= =T[5, 1]
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CAPITULO 4. FUNCIONES CONVEXAS Y GENERALIZACIONES

Definicion 4.11. Se llama submatriz principal del hessiano orlado,
a toda submatriz de B obtenida quitando algunas de las primeras n filas de
B y quitando exactamente esas mismas columnas. De manera maés precisa,
sean: k € {1,...,n}, v ={i1,..., gt con 1 <i3 <ig <--- <ip <n. La
matriz By (Z) de tamano (k+1) x (k+ 1), obtenida al dejar inicamente los
elementos b;; tales que i, j € {i1,..., ik, n+1}, es una submatriz principal del
hessiano orlado. Si~y = {1,2,...,k} la matriz se denota simplemente By(Z)
y se llama submatriz estrictamente principal del hessiano orlado.

Ejemplo 4.38. B, (z) = B(z). <©

Ejemplo 4.39. Sean: n =2, k=1, v = {2}. Entonces

| b2 bos
317—[1932 533]' ©

Ejemplo 4.40. Sean: n =2, k = 1. Entonces

bi1 bi3 }
B = O
! [ b31 b33

Proposicién 4.16. Sean: C un convezxo sélido (de interior no vacio), f :
C — R doblemente diferenciable. Si f es cuasiconvexa, entonces

det(Bk(x)) <0, Vk=1,...,n, VereC.

Ejemplo 4.41. Sea f(z1,72) = 23 + 23 defininida en todo R2.

61 0 322

372 2x9 0
_ 621 31:% _ 4
det(Bi(x)) = det [ 322 0 } = —9z7,
det(By(z)) = det(B(z)) = —18z] — 24z 5.
Sixzy = —1y x9 =1, entonces det(Bz(x)) = 6, luego f no es cuasiconvexa.

Lo anterior también se puede ver aplicando directamente la definicién. Si
x = (=5,5), y = (1,0), A = 0.6, entonces z = (—1.4,2), f(x) = —100,
fly) =1, f(z) =1.256. &
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Para funciones de una variable, la proposicién anterior no sirve para
nada pues para toda funcién doblemente diferenciable

Ejemplo 4.42. Sea f(x) = 23 definida en todo R .

6x 32
B(w) = |: 3:1:2 O :| ]

det(By(z)) = det(B(z)) = —9z%.

Entonces la proposicion apenas permite decir que posiblemente f es cuasi-
convexa. Recuérdese que 23 s es cuasiconvexa. Por otro lado, si se considera,
f(x) = —2? que no es cuasiconvexa, la proposicién anterior dice que —z?
cumple esta condicidn necesaria para cuasiconvexidad. <

Proposicion 4.17. Sean: C un convexo solido, f : C — R doblemente
diferenciable. Si

det (Bk(x)) <0 ,Vk=1,...,n, VzeC,

entonces f es cuasiconveza.

Ejemplo 4.43. Sea f(x1,x3) = 2% — 23 definida en R?.

2 0 2x1
B(ac) E 0 -2 —2%‘2 N
21 -2x9 0

det(By(z)) = 8(aF — )
= 8 paraz=(1,0).

Luego la funcién no es cuasiconvexa. <&

Ejemplo 4.44. Sea f(z) = logx con © € C =|0,00[. En este libro log
indica el logaritmo en base e.
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-1 1
s = | ]
1
det(By(z)) = 2 <0 Vzel.
Luego f(z) = logx es cuasiconvexa. <
Ejemplo 4.45. Sea f(x) = 22 en R.
2 2z
det(By(z)) = —4z%

Como det(Bg(z)) no es siempre negativo, entonces la proposicién anterior
no permite garantizar que f(z) = 22 sea cuasiconvexa. Sin embargo, f si es
cuasiconvexa, mas aun es estrictamente convexa. <

Definiciéon 4.12. Sean: C' un convexo abierto y no vacio, f : C — R
diferenciable. f es seudoconvexa si para todo z,y € C'

f @) (y—z) >0 = fly)— f(z)>0.

ft) f(t)

a) b)
Figura 4.5

Estas dos funciones de la Figura 4.5 son seudoconvexas. En la Figura 4.4 |
la primera funcién no es seudoconvexa, la segunda si lo es.
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La definicién de funcién seudoconvexa es muy parecida a la caracteri-
zacion de funciones diferenciables cuasiconvexas, pero es mas fuerte. En la
seudoconvexidad la desigualdad no estricta implica que f(y) > f(x), en cam-
bio en la cuasiconvexidad se requiere la desigualdad estricta para implicar
el mismo resultado.

Proposicion 4.18. Toda funcion seudoconvera es cuasiconvera.

Si una funcién de una variable, derivable, es seudoconvexa, entonces,
cuando se anula la derivada se tiene un minimo. Ademads si en un punto la
derivada es positiva, entonces, a partir de ese punto la funcién es creciente.
Si en un punto la derivada es negativa, entonces antes de ese punto la funcién
es decreciente.

Proposiciéon 4.19. Sea C un convexo, abierto y no vacio. St f : C — R
es diferenciable y conveza, entonces f es seudoconvera.

Ejemplo 4.46. f(z1,72) = 2% + 23 es convexa y diferenciable, luego es
seudoconvexa. <

Ejemplo 4.47. f:] —4,—2[— R, f(z) = 23 no es convexa. Vedmos que
si es seudoconvexa. Ante todo, f es diferenciable. Sean z, y €] — 4, —2[.

3z2(y —x) >0
(y—z)=0
y>x

W > 2

P —x3>0

fly) = fz) = 0.

fl@)(y—=2)=>0

te o0

Luego f es seudoconvexa. <

Ejemplo 4.48. f: R — R, f(z) = 2 no es convexa, pero si es cuasicon-
vexa. Vedmos que no es seudoconvexa. Sean: x = 0, y = -1.

fl@)(y—z) = 0(-1-0)

v

sin embargo,
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Ejemplo 4.49. Sea f(z) = 1 — e~ definida en toda la recta real. JEs
convexa? jEs cuasiconvexa? ;Es seudoconvexa?

flx) = e (2—4a?),
(1) = —2t<o.

Como hay puntos donde la “matriz” hessiana no es semidefinida positiva,
entonces se puede afirmar que f no es convexa. Obsérvese que 22 varfa entre
cero e infinito, entonces exp(—x2) varfa entre cero y uno, luego f(z) toma
valores entre cero y uno. En particular toma el valor cero, valor minimo, para
x = 0. Por medio de los conjuntos de nivel se puede saber si es cuasiconvexa.

< «
e~ > 11—«
—z% > log(l—a)
2?2 < —log(l—a)
lz] < /—log(l-a) =t.
Entonces
0 si a <0,
=< [—tt st 0<a<l,
R si a>1.

Luego f es cuasiconvexa. Para averiguar si f es seudoconvexa, estudiemos
tres casos diferentes: x nulo, x positivo, x negativo.

i) Sea x = 0.
fl@)(y—z) =
fO)y—-0) =
0 >

Como lo anterior siempre es cierto, se deberia cumplir que

fly)—flx) = 0
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f(y) — £(0)
f(y)

y siempre se cumple ya que cero es el valor minimo de la funcién.

0
0

(AVANAY,

)

ii) Sea > 0. Entonces f'(z) > 0.

fl@)y—2z) = 0
fll@)y—z) = 0
(y—=z) = 0
y > x>0
fly) > f(x) ( por ser f creciente en |0, 00|)
fly) = f(z) = 0.

fl@)y—z) =
fll@)ly—=z) = 0
(y—=z) < 0
y < <0
fly) > f(x) ( por ser f decreciente en | — 00,0 )
fy) = (=) = 0.

Luego en los tres casos se cumple la implicacién, entonces la funcién f es
seudoconvexa. <

Proposicién 4.20. Sean: C un convezxo abierto, f : C' — R doblemente
diferenciable. Si

det (Bk(:n)) <0, Vk=1,...,n, VxeC,

entonces f es seudoconvexa.

Estas condiciones suficientes son las mismas de la cuasiconvexidad. Mds
adelante hay un resultado que relaciona cuasiconvexidad y seudoconvexidad
para funciones doblemente diferenciables definidas sobre conjuntos sélidos.
Por las mismas razones de dos ejemplos anteriores, f(x) = logz es seudo-
convexa para x > 0. Por otro lado, usando la proposicién anterior, no se
puede afirmar que f(x) = 22 sea seudoconvexa.

7
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Proposicion 4.21. Sean: C un convexo solido, f : C — R cuadrdtica.
o

Entonces [ es cuasiconvexa en C' si y solamente si f es seudoconvexa en C'.

En la literatura sobre métodos de minimizacién en una variable es muy
frecuente encontrar métodos para funciones unimodales. Las definiciones de
unimodalidad pueden variar ligeramente.

Definicién 4.13. [Avr76] Una funcién ¢ es unimodal en el intervalo
I = [a,b] si existe A* minimizador de ¢ en I tal que ¢ es estrictamente
decreciente en [a, \*] y estrictamente creciente en [A*,d].

Esta definicion de unimodalidad es equivalente, para funciones de una
variable definidas en un intervalo, a la cuasiconvexidad fuerte con existencia
de un minimizador global.

Definicién 4.14. [Lue89] Una funcién ¢ es unimodal en el intervalo I =
[a, b] si existe un dnico \* minimizador local de ¢ en I.

Ejemplo 4.50. Sea ¢ definida en el intervalo [—1, 1] por

0 siz=0,
e(x) =191 siz+#0y es racional,
2 si x es irracional.

Este ejemplo muestra que las dos definiciones no son equivalentes ya que
z* = 0 es el inico minimizador local, pero ¢ no es estrictamente creciente
en [0,1]. <&

Proposiciéon 4.22. Toda funcion de una variable, estrictamente conveza es
unimodal.

4.3 CONVEXIDAD Y GENERALIZACIONES
EN UN PUNTO

Las definiciones de convexidad, cuasiconvexidad y seudoconvexidad se han
hecho para todos los puntos de un conjunto convexo C', pero se pueden
modificar para aplicarlas a un solo punto.

Definicion 4.15. Sean: C' un conjunto convexo, f : C — R, Z un elemento
de C. Se dice que f es convexa en Z si para todo y € C y para todo
A € 0,1],

f(zayn) = F(L=N)T 4+ Ay) < (1= Nf(Z) + Af(y) = fayr-
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Ejemplo 4.51.
x? si x#0
ro={7 37

si x=0,
no es convexa (no es continua), sin embargo, f si es convexa en z = 0. <

Definicién 4.16. Sean: C' un conjunto convexo, f : C — R, Z un elemento
de C. Se dice que f es cuasiconvexa en T si para todo y € C' y para todo
A€ 0,1],

flzzyn) = F(1=X)Z + Ay) < max{f(z), f(y)}-
Ejemplo 4.52.

f(x):{cosx si x#1

2 si xz=1

no es cuasiconvexa (basta con tomar z = -m,y = 7, A = 1/2,2z = 0), sin
embargo, f si es cuasiconvexa en z = 1. <

Definicion 4.17. Sean: C un convexo abierto y no vacio, f : C — R
diferenciable, x € C'. Se dice que f es seudoconvexa en = si para todo
yed,

F(@)"(y—2)>0= f(y) — f(z) >0.

Ejemplo 4.53. f(x) = 2® es seudoconvexa en cualquier punto diferente de
cero. <

Si se hubiera presentado primero la definicién de convexidad en un punto,
la definicién de convexidad (global) se podria presentar de la siguiente man-
era. Sea C un convexo; se dice que f : C — R es convexa en C, si es
convexa para todo x € C.

Hasta ahora las definiciones de convexidad, cuasiconvexidad y seudocon-
vexidad se aplican a funciones definidas en conjuntos convexos. Mangasarian
[Man69] presenta definiciones que pueden aplicarse a funciones definidas en
conjuntos no convexos, por ejemplo:

Definiciéon 4.18. Una funcién f : A — R se llama convexa en un punto
T € A sipara todo y € Ay para todo A € [0,1] tales que zzyy = (1 — )z +
Ay € A se cumple que

fzaga) = F(L =2+ Ay) < (1= X)f(@) + Af(Y) = fayr-
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Ejemplo 4.54. Sean: a,b dos nimeros diferentes, f : {a,b} — R. Segin
la definicién de Mangasarian, f es convexa en a y también en b, luego es
convexa en todo el conjunto {a,b}. <

La convexidad y sus generalizaciones se conservan cuando se restringe

la funcién a un conjunto mas pequeno. Por ejemplo, si f es convexa en C,
entonces es convexa en cualquier subconjunto convexo de C. En particular,
si f es convexa en C, entonces, para todo z € C' y para todo d € R", d # 0,
la restriccién de f a R(x,d) N C también es convexa. El conjunto R(z,d)
es la recta que pasa por x y es paralela a d, entonces la restricciéon de f a
R(z,d) N C es una funcién de una sola variable.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

EJERCICIOS

Determine si f(x1,x2) = 33% +2x119—10x1 +5x9 €s convexa, o concava,
o ninguna de las dos. Determine en qué conjunto f es convexa.

Determine si f(z1,z2) = x1€7"2 es convexa, o céncava, o ninguna de
las dos. Determine en qué conjunto f es convexa.

Determine si f(z1,x2) = —m% - 5:1;% + 2x129 + 1021 — 1029 €s convexa,
o céncava, o ninguna de las dos. Determine en qué conjunto f es
convexa.

Sea C = {(z1,72): |z;| < 1,Vi}. Determine si f(z1,72) = 2(xy — 23)?
es convexa en C, o céncava, o ninguna de las dos. Determine en qué
conjunto f es convexa.

Sea f(z1,72) = 22 +23. ;Es f convexa? ;Es f convexa en (0,0)? ;Es
f seudoconvexa? (Es f seudoconvexa en (0,0)? Determine en qué
conjunto f es convexa.

Sea f(x1,72) = x{+ 3. ;Es f convexa? ;Es f convexa en (0,0)? ;Es
f seudoconvexa? (Es f seudoconvexa en (0,0)? Determine en qué
conjunto f es convexa.

Sean: C' un convexo, g : C — R convexa. Muestre que {z €
C': g(x) <0} es un convexo.

Sea

six <0,
sixz > 0.



4.3. CONVEXIDAD Y GENERALIZACIONES EN UN PUNTO

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

L.Es f continua? ;Es f diferenciable? ;Es f doblemente diferenciable?
.Es f convexa? ;Es f seudoconvexa?

Sean: C un convexo, g : C — R céncava. Muestre que {z €
C': g(x) > 0} es un convexo.

Sean: C' un convexo, g : C' — R céncava. Muestre que f(z) = 1/g(x)
es convexa en {z € C': g(z) > 0}.

Sean: ¢ € R", f(x) = (c™2)?. Determine si f es convexa. Determine
en qué conjunto f es convexa.

Sea f : R® — R continua. Determine las condiciones que debe
cumplir f para que {z: f(z) = 0} sea convexo.

Sean: C' convexo, f : C — R. Muestre que f es convexa si y sola-
mente si

1 1 1 1
= —y) < = = v C
fGr+gy) < 5f@)+5fy) Vaye
Sean: fi, ..., fm funciones convexas definidas en un convexo C; aj, ...,

am > 0. Muestre que f(z) = yaq fi(x) + ... + am fm(x) es convexa.

Sean fi, ..., fm, funciones convexas definidas en un convexo C'. Muestre
que f(x) = max{fi(z),..., fm(x)} es convexa.

Sean: ¢,d e R", o, € R, C ={z: d"z + > 0},

cTr+a

f(z) = m

Es f seudoconvexa en C'?7 jEs f seudocéncava en C?
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Capitulo 5

CONDICIONES DE
OPTIMALIDAD EN
PUNTOS INTERIORES

Sean: B un subconjunto de R", f: B — R, A un conjunto abierto con-
tenido en B. En este capitulo se estudiardan condiciones de optimalidad para
el problema de minimizar f(z) cuando x varia en A. Este problema de
minimizacién se denotara simplemente

min f(x) (PM)
x e A

Si A no es abierto, las condiciones de optimalidad, de este capitulo, se
aplican a los puntos interiores de A. En este caso, si f y A cumplen ciertas
propiedades adicionales, aunque el estudio se haga en el interior de A los
resultados pueden ser validos en todo A.

Con frecuencia A = B = R" y asi se tiene un problema de minimizacién
sin restricciones (irrestricto), que se denotara simplemente por

min f(z),
sobreentendiendo que el conjunto A es todo R™.

Definiciéon 5.1. Un punto z* € A se llama minimizador global o abso-
luto (o también punto de minimo global) y f* = f(z*) se llama minimo
global o absoluto (o valor minimo global) de PM, si
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ff=f@")<flx) VzeA

Un punto z* € A se llama minimizador global estricto y f* = f(z*)
se llama minimo global estricto de PM, si

[f=f(@") < f(z) Ve € A, x# z*.

Un punto z* € A se llama minimizador local o relativo y f* = f(z*) se
llama minimo local o relativo de PM, si existe r > 0 tal que

[f=f") < f(x) Ve € AN B(z",r).

Un punto z* € A se llama minimizador local estricto y f* = f(z*) se
llama minimo local estricto de PM, si existe r > 0 tal que

= fz") < f(x) Vo € AN B(z*,r),z # x*.

Un punto z* € A se llama minimizador global aislado si existe una
vecindad de z* donde no hay otros minimizadores globales.

Un punto z* € A se llama minimizador local aislado si existe una
vecindad de z* donde no hay otros minimizadores locales.

Obsérvese que todo minimizador global también es minimizador local.
Para minimizadores globales, estricto es equivalente a tnico, y cualquiera
de estas dos caracteristicas implica aislamiento. Es posible que no haya
minimizadores locales o que no haya minimizadores globales.

Ejemplo 5.1. Sea f(z) = cosz en el intervalo [—20,20]. El punto z = 7 es
minimizador local estricto y aislado, también es minimizador global aislado.
El valor —1 es un minimo local y global. <

Ejemplo 5.2. Sea f(z) = 22 en todos los reales. El punto x = 0 es

minimizador local y global estricto y aislado. El valor 0 es un minimo local
y global. &

Ejemplo 5.3. Sea f(z) = 2? en el intervalo [3,9]. El punto x = 3 es

minimizador local y global estricto y aislado. <

Ejemplo 5.4. Sea f(z) = |z] (parte entera, también llamada parte entera
inferior). El conjunto de minimizadores locales es R\ Z (el conjunto de todos
los reales no enteros). <
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Ejemplo 5.5. Sea f(x) = [z] (parte entera superior). Todos los puntos
son minimizadores locales. <

Ejemplo 5.6. Sea f(r) = 22 en el intervalo ]3,9]. Para este problema no
hay minimizadores locales ni globales. <

Ejemplo 5.7. Sea f(x) = 2 en toda la recta real. Para este problema no
hay minimizadores locales ni globales. <

Ejemplo 5.8. Sea

f(o) = 2%(1 + 2% +sin(1/z)) siz #0,
o sia = 0.

El punto £ = 0 es un minimizador local y global estricto, pero no es mini-
mizador local aislado. <

Si el problema planteado es de maximizacién, basta con multiplicar por
menos uno a la funciéon f y asi un minimizador de un problema es maxi-
mizador del otro. Obviamente el valor minimo global de un problema cor-
responde al valor maximo global del otro problema multiplicado por menos
uno.

min f(x) (PM)
x e A
max g(z) = —f(z) (PMAX)
x e A
Sean:
A* . conjunto de minimizadores globales del PM,
f* ¢ minimo global del PM,
A :  conjunto de maximizadores globales del PMAX,
g* : méximo global del PMAX.
Entonces
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fro= -9

Los resultados anteriores también son ciertos si se cambia la palabra
global por la palabra local. FEl siguiente enunciado es simplemente una
manera de decir algo obvio con otras palabras.

Proposicion 5.1. El PM tiene minimizador global si y solamente si el
conjunto de imdagenes f(A) tiene minimo.

La “proposiciéon” anterior, utilizada junto con condiciones suficientes
para que f(A) tenga minimo, permite garantizar la existencia de un mini-
mizador global para el PM.

Proposiciéon 5.2. Las siguientes son algunas de las condiciones suficientes
para que exista minimizador global:

o f(A) es cerrado y acotado.
o f(A) es cerrado y acotado inferiormente.

e f es continua, A es cerrado y acotado.

Ejemplo 5.9. Sea f(x1,22) = senx; + coswy en todo R2. El conjunto
imagen es simplemente f(A) = [—2,2] cerrado y acotado, luego existe por
lo menos un minimizador global. <

Ejemplo 5.10. Sea f(x1,72) = 22 + 23 en A = {z: 2 > 0}. El conjunto
imagen es simplemente f(.A) = [0, co[ cerrado y acotado inferiormente, luego
existe por lo menos un minimizador global. &

Ejemplo 5.11. Sean: A = {(z1,22): 1 +x2 = 2,21 > 0,29 > 0}, f(z) =
23 + 23. Como A es cerrado y acotado y f es continua, entonces existe un
minimizador global de f en A. &

Ejemplo 5.12. Sea f(x) = 1/(1+ 2?%) en todo R. Esta funcién es continua
en un cerrado, f(A) es acotado inferiormente ya que f(z) > 0 para todo =z,
sin embargo, no existe minimizador. <&

Definiciéon 5.2. Una funcién f definida en S subconjunto no acotado de
R™ es coercitiva si

f() = +oc.

|||—o00

Esto quiere decir que dado cualquier M > 0 existe R > 0 tal quesiz € S'y
||z|| > R, entonces f(x) > M.
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Ejemplo 5.13. S =R", f(x) = ||z|| es coercitiva.

S =R", f(x) = ||z||? es coercitiva.

S =R", f(x) = ||z — z||? (para un Z fijo) es coercitiva.
S =R7, f(z) = ||z — z||* (para un Z fijo) es coercitiva.
S =R2, f(z) = ™l + ™2 — £100 _ 2100 o5 coercitiva.

S =R2, f(r) = ayz1 + asxs + ag no es coercitiva. <

Ejemplo 5.14. Sean: S = R?, f(x) = (z1—22)%. f no es coercitiva, aunque
es coercitiva con respecto a x; y con respecto a x3. <

Proposiciéon 5.3. Sea A cerrado y no acotado. Si f : A — R es continua
y coercitiva, entonces existe x* minimizador global de f en A.

Ejemplo 5.15. Sean: A = R2, f(x1,22) = (71 — 4)® + (22 — 5)%. Como
A es cerrado y f es continua y coercitiva, entonces existe por lo menos un
minimizador global. <

Ejemplo 5.16. Sean: A el interior de R2, f(z1,22) = (z1 —4)*+ (22— 5)%
Como A no es cerrado no se puede aplicar la proposicién anterior. Sin
embargo, si existe un minimizador global (el punto x = (4,5)). <

De la definicién se deduce facilmente que, si una funcién es coercitiva
en un conjunto no acotado, entonces es coercitiva en cada uno de sus sub-
conjuntos no acotados. En particular si una funcién es coercitiva en R™,
entonces es coercitiva en cualquier conjunto no acotado.

Proposiciéon 5.4. Sean: T un punto interior de A, f diferenciable en T. Si
T es un minimizador local del PM, entonces f'(Z) = 0.

Los puntos donde se anula el gradiente se llaman puntos criticos.

Ejemplo 5.17. Sean: A = R? f(x1,22) = (v1 + 22 — 5)% + (321 — 279)%.
Entonces f es continua, A es cerrado y f es coercitiva, luego existe por
lo menos un minimizador global. Al obtener el gradiente f'(z) = (20z7 —
10z9 — 10,—10z1 + 10z — 10) se deduce que el uinico punto que cumple la
condicién necesaria de anular el gradiente es z = (2, 3), luego necesariamente
es el minimizador global ya que todos los puntos son interiores. <

Ejemplo 5.18. Sea f(z) = 22 en el intervalo [2,00[. Como A es cerrado,
f es continua y coercitiva, entonces existe un minimizador global. Si el
minimizador global z* fuera punto interior, entonces f'(z*) = 0, pero esto
no es posible, luego el minimizador tiene que ser el inico punto no interior,
es decir, ¥ =2. &
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Ejemplo 5.19. Sean: A = R?, f(z1,73) = 23+23. En este caso no se puede
garantizar que f(A) tenga minimo. Como f'(x) = (2z1,322), se deduce que
el tnico punto que cumple la condicién necesaria de anular el gradiente es
z = (0,0), pero no se puede afirmar que es minimizador local o minimizador
global. Mas atin, £ = (0, 0) no es minimizador local -y tampoco global- pues
los puntos de la forma (0, —¢), con € > 0 y pequenio, son mejores que T y
estdn muy cerca de z. <

Ejemplo 5.20. Sean: A = {(x1,29): 21 + 22 > 1, 1 > 0, zo > 0},
f(z1,22) = 22 +23. Entonces f es continua, A es cerrado y f(.A) es continua
y coercitiva, luego existe por lo menos un minimizador global. Al obtener
el gradiente f'(z) = (271, 323) se deduce que no hay puntos interiores que
cumplan la condicién necesaria de anular el gradiente, luego el minimizador
global debe ser un punto de A que esté en la frontera. <

Ejemplo 5.21. f(x1,22) = 22 — 22 en todo R%?, # = (0,0) es el tnico
candidato a ser minimizador local. No es minimizador global ya que, por
ejempo, x = (0,1) es mejor. Tampoco es minimizador local pues , si ¢ es
un nimero positivo pequenio, los puntos (0, ) son puntos vecinos y mejores
que z. <

Proposicién 5.5. Sean: T un punto interior de A, f doblemente diferen-
ciable en T. Si T es un minimizador local del PM, entonces f'(Z) = 0 y
1"(Z) es semidefinida positiva.

Ejemplo 5.22. Sean: A = R?, f(x1,22) = 27 —x3. Al calcular el gradiente
v la matriz hessiana, se obtiene

2x 2 0
/ o 1 " _
ra= o] rw=l 5]
Se deduce que el inico punto que cumple la condicién necesaria de anular
el gradiente es x = (0,0), sin embargo, la matriz hessiana en este punto no
es semidefinida positiva, luego = (0,0) no es minimizador local, luego no
existe minimizador local ni global. <

Ejemplo 5.23. Sean: A = {(x1,x2): x1+z2 > —4}, f(z1,22) = (x1 + 22—
5)2 + (3x1 — 22)%. Al calcular el gradiente y la matriz hessiana se obtiene

oo [ 20a1-1029-10 vov [ 20 -10
Jl) = —10x1+10x2—10] A [ 10 10 ]
Se ve que en x = (2,3) se anula el gradiente y la matriz hessiana es

semidefinida positiva, luego z = (2, 3) es candidato a ser minimizador local. <f
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Proposiciéon 5.6. Sean: T un punto interior de A, f doblemente diferen-
ciable en T. Si f'(Z) = 0 y ademds f"(T) es definida positiva, entonces T es
un minimazador local del PM.

Ejemplo 5.24. Sean: A = {(x1,x2): x1 + z2 > —4}, f(z1,22) = (21 +
w3 — 5)% + (371 — 222)?. Considerando el ejemplo anterior se observa que en
T = (2,3) se anula el gradiente y la matriz hessiana no sélo es semidefinida
positiva sino que también es definida positiva, por lo tanto se concluye que
x = (2,3) es minimizador local. <

Ejemplo 5.25. Sean: A = R?, f(x1,12) = 2 +23. Al calcular el gradiente
y la matriz hessiana se obtiene

ra=| ] rw=| Y]

Se observa que en z = (0,0) se anula el gradiente y la matriz hessiana
es semidefinida positiva, luego es candidato a minimizador local. Como la
matriz hessiana no es definida positiva en x = (0,0), entonces la proposicién
anterior no permite garantizar que sea un minimizador local. Sin embargo,
si lo es, ya que es el tnico punto donde la funcién vale cero. Mas aun, es
minimizador global. <

Proposicion 5.7. Sean: T un punto interior de A, f doblemente diferen-
ciable en . Si f'(z) = 0 y existe v > 0 tal que f"(x) es semidefinida
positiva para todo x € B(Z,r), entonces T es un minimizador local del PM.

Ejemplo 5.26. Sean: A = R?, f(x1,22) = x{ + 3. Al calcular el gradiente
y la matriz hessiana se obtiene

ra=| ] rw=| Y]

Se observa que en z = (0,0) se anula el gradiente y para cualquier r > 0 la
matriz hessiana es semidefinida positiva en B((0,0),r), luego z = (0,0) es
minimizador local del PM. <&

Proposicién 5.8. Sean: A un conjunto convexo, abierto, f : A — R
convezxa y diferenciable o simplemente seudoconvexa. Un punto T elemento
de A es minimizador global del PM si y solamente si f'(Z) = 0.

Ejemplo 5.27. A =R?, f(x1,22) = 2% + 23 es diferenciable y se vio que es
convexa, luego & es minimizador global si y solamente si
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Luego el inico minimizador global es = (0,0). <

Proposiciéon 5.9. Sean: A un conjunto convexo y abierto, f : A — R
seudoconvexa. Si T es minimizador local, entonces es minimizador global.

Proposicién 5.10. Sean: C' convexo, f: C — R convexa o estrictamente
cuasiconvexa. Si x* es un minimizador local del PM, entonces x* es un
minimizador global del PM.

Las dos tultimas proposiciones se pueden resumir de la siguiente forma.
Si f es seudoconvexa (en un convexo abierto) o convexa o estrictamente
cuasiconvexa (en un convexo cualquiera), entonces todo minimizador local
es minimizador global.

Proposicion 5.11. Sea C convexo, f: C — R fuertemente cuasiconveza
(o estrictamente convexa). Si x* es un minimizador local del PM, entonces
¥ es el unico minimizador global del PM.

Ejemplo 5.28. Sea A = {(x1,22): 1 + x2 > —4}, f(x1,22) = (z1 + 22 —
5)2 + (371 — 2x2)%. El punto z = (2,3) es minimizador local y como f es
convexa, entonces es minimizador global. Ademas, como f es estrictamente
convexa, entonces = = (2, 3) es el inico minimizador global. <

Ejemplo 5.29. Sea A =R, f(z) = [z]. El punto z = 3/2 es minimizador
local, f es cuasiconvexa, sin embargo, £ = 3/2 no es minimizador global.

Una propiedad importante de las funciones definidas sobre un intervalo
cerrado y acotado, cuando son estrictamente cuasiconvexas o cuando son
unimodales, es que si se calcula la funcién en dos puntos interiores se puede
construir un intervalo més pequeno donde tambien estd el minimizador. <

Proposicién 5.12. Sean ¢ : [a,b] — R unimodal o estrictamente cua-
siconveza, o,T tales que a < o < T < b, \* minimizador de ¢ en [a,b].
Entonces
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Como la unimodalidad implica la cuasiconvexidad estricta, entonces en

la proposicién anterior se puede quitar la hipdtesis alterna de unimodalidad.

Ejemplo 5.30. Sea f(z) = 22 definida en [~1,5]. Como f(1) < f(3),
entonces el minimizador de f en [—1,5] estd en [—1,3]. <

EJERCICIOS

En los ejercicios 5.1 a 5.10 estudie el problema propuesto, use condiciones
necesarias, suficientes y otros argumentos. Encuentre, si es posible, un punto
critico, los puntos criticos, un minimizador, los minimizadores. ;Son estos
puntos minimizadores globales?

5.1.
5.2,
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.
5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

Minimizar f(x1,z2,73) = 3 + 4v923 +323 — 622 — 1023 + 100 en R3.
Minimizar f(z1,22) = sen (z122) en R2.
Minimizar f(x1, 22 (r1 — 1) + €™ + 23 — 229 + 1 en R2.

o3 + 322 + 23 + 311 — 279 + 2 en R2.

Minimizar f(x1,x2

I
(
(
(
(
I
I
(

Minimizar f(x1,x2 + 4:/61 + 6:61 + mQ + 4x; — 229 + 2 en R2.

1123 + 1123 — 18z122 + 421 + 422 + 142 en R?.

Minimizar f

Minimizar f(x1,72) = (v1 + 22)/(z3 + 23 + 1) en R2.

) =
)
)
x1,12)
)
Minimizar f(z1,z2) = (2% — 2)? en R2.

Minimizar f(z1,z2,23) = 2:6% + x% + x% + z129 + T2T3 — 611 — TT2 —
8x3 + 20 en R3.

Minimizar f(z1,z2) = x% + 22129 — 1021 + Hxe — 823 + 20 en R2.

Sea x* minimizador global de f en A. Sea B subconjunto de A. Dé
condiciones sobre B (por ejemplo, suficientes), para que exista mini-
mizador global de f en B.
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Capitulo 6

CONDICIONES DE
KARUSH-KUHN-TUCKER

Considérese inicialmente el mismo problema de minimizacién visto hasta
ahora:

min f(z) (PM)
x € A.

donde A es un conjunto cualquiera, no necesariamente abierto. Los re-
sultados presentados en este capitulo permiten estudiar las condiciones de
optimalidad en puntos cualesquiera (interiores o no interiores).

6.1 GENERALIDADES

Definicién 6.1. Sean: d € R", d # 0, z € A. d es direccién (local) de
descenso de f en el punto Z, si existe € > 0 tal que

f(@+ ) < f(2) para todo A €]0, ¢[.

Definicién 6.2. Sean: d € OR", d # 0, = € A. d es direccién (local) de
ascenso de f en el punto 7, si existe € > 0 tal que

f(@+ Ad) > f(2) para todo \ €]0, ¢[.

Ejemplo 6.1. f(z1,72) = 2 + 23 en R?, # = (3,4). En este ejemplo
sencillo minimizar f es equivalente a minimizar la distancia de un punto al
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origen. La distancia del punto Z al origen es 5 y una direcciéon de descenso
es aquella que permite, a partir de z, acercarse al origen. El punto Z estd en
la circunferencia con centro en el origen y radio 5, entonces las direcciones
de descenso son las que permiten entrar al circulo a partir de Z, o sea,
d = (dy,dy) es direccién de descenso si 3d; + 4ds < 0. Obsérvese que las
direcciones tangentes a la circunferencia en Z, es decir, 3d; 4+ 4ds = 0 con
d # 0, son direcciones de ascenso. Las otras direcciones de ascenso deben
cumplir con 3d; 4+ 4ds > 0. <

Proposicion 6.1. Sean: d € R", d# 0, T € R", f diferenciable en .
e si f'(Z)"d <0, entonces d es direccion de descenso.
e si f'(Z)"d > 0, entonces d es direccidn de ascenso.

e si f/(z)"d = 0, entonces d puede ser direccion de descenso, o de as-
censo o ninguna de las dos.

Ademds si f'(T) # 0 y f es convexa, entonces d # 0 es direccion de descenso
si y solamente si f'(Z)"d < 0

Utilicemos la siguiente notacion:

Dy : conjunto de direcciones de descenso de f en Z,

D, : conjunto de direcciones de ascenso de f en T,

F_ : conjunto de direcciones tales que f'(z)"d < 0,

F. : conjunto de direcciones tales que f'(z)"d > 0,

F :  conjunto de direcciones no nulas tales que f'(z)"d = 0,

F_ : conjunto de direcciones no nulas tales que f'(z)"d <0,
= F_UF,

Fy : conjunto de direcciones no nulas tales que f'(z)"d > 0,
= F,UF.

Entonces la proposicién anterior se puede expresar asf:
F_ g Dd g F—a
F, CD,CF,.

Si f es convexa y f'(Z) # 0, entonces
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F_. = Dda
F+ - Da-

Ejemplo 6.2. f(x1,72) = 23+ 23 en R, z = (3,4). Utilizando la notacién

anterior, el ejemplo 6.1 se resume asi:

Dy = {(di,d2): 3dy + 4dz < 0},
Dy = {(di,ds): 3dy +4dy > 0,d # 0}.

Utilizando el valor f'(z)"d
F. = {(dl,dz)i 6dq + 8dy < O},

F, = {(dl,dg): 6dy + 8y > 0},
FJr = {(dl,dQ)Z 6d, + 8ds > 0,d 7A 0}.

En este caso

Dy, = F_,
D, = F,. o

F_ = {(di,d2): 0dy — 4ds < 0},
F_ = {(di,dy): dy > 0},

F = {(di,dy): dy =0,dy # 0},
F, {(dy,ds): dy < O}

En este ejemplo, en F hay direcciones de ascenso y de descenso:

d' = (=1,0) € F es direccién de descenso,

d> = (1,0) € F es direccién de ascenso. <
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Definicion 6.3. Sean: d € R", d #0, T € A. d es direcciéon realizable
o admisible (local) o factible en el punto & con respecto al conjunto A,
si existe € > 0 tal que

T+Ae A para todo A €]0,].

Sea D, el conjunto de direcciones realizables o admisibles en el punto Z con
respecto al conjunto A. Los tres resultados siguientes son consecuencias
directas de las definiciones.

Proposicién 6.2. Si T es un punto interior de A, entonces D, = R™\ {0}.
O sea, todo vector no nulo es direccion realizable.

Proposicion 6.3. Si T es un minimizador local de PM, entonces

DrﬂDd:@.

Proposicion 6.4. Sean: = € A, f diferenciable en T. Si T es un mini-
mizador local del PM, entonces

D,NF_. = 0.

La aplicacién de este ultimo resultado se facilita en algunos problemas
de dos variables dibujando la regién admisible, siempre y cuando la funcién
objetivo tenga una interpretacion sencilla. Para problemas de tres o mas
variables la interpretacién geométrica es casi siempre muy dificil o imposible.
Para problemas donde la region admisible esté definida por desigualdades se
vera, mas adelante, un criterio para caracterizar la mayoria de las direcciones
realizables mediante los gradientes de algunas desigualdades.

Proposicion 6.5. Estos conjuntos de direcciones Dy , D, , F_ |, Fy ..
son conos.

Ejemplo 6.4. Minimizar f(z) = 22 +22 en A = {(21,22): 21+ 72 > 2,2 >
0}. Considérese el punto = = (2,0).

Siempre la primera comprobacién que se debe hacer es la factibilidad del
punto, en este caso, como T cumple todas las restricciones, entonces estd en
A. Al dibujar el conjunto A se observa que éste es simplemente el primer
cuadrante quitandole un pedazo de punta de forma tridngular. El punto
T es uno de los puntos extremos de A. Las direcciones realizables son las
comprendidas entre la direccién oriente inclusive y la direcciéon noroccidental
inclusive,
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D, = {(dy,d2): d2 > 0,d; +da > 0,d # 0}.
Las direcciones de descenso son simplemente aquellas que van, por lo menos
parcialmente, hacia la izquierda,
Dd = {(dl,dg): di < 0}

Como los dos conjuntos no son disyuntos, por ejemplo d = (—1,2) estd en
ambos, entonces T = (2,0) no es minimizador local. <

Ejemplo 6.5. Minimizar f(z) = 2?2 + 23 en A = {(z1,72): ¥1 + 22 >
2,z > 0}. Considérese el punto z = (2,2). Este punto cumple todas las
restricciones, entonces es factible. Como es punto interior

D, R™\ {0}.
Ademas F_ = {(di,d2): d; +dy <0}.

Como los dos conjuntos no son disyuntos, entonces = = (2,2) no es mini-
mizador local. <

Ejemplo 6.6. Minimizar f(z) = 22+ 22 en A = {(21,22): 1 + 29 > 2,7 >
0}. Considérese el punto z = (1,1). Este punto cumple todas las restric-
ciones, entonces es factible. Las direcciones realizables son las comprendidas
entre la direccién suroriental inclusive, pasando por la direccién oriente y la
direccién norte, hasta la direcciéon noroccidental inclusive:

D, = {(dl,dg)ldl—l—dQZO,d;éO}.
D;j=F_ = {(dl,d2)1d1+d2<0}.

Como los dos conjuntos son disyuntos, entonces Z = (1, 1) es buen candidato
a minimizador local. Por otro lado, es “claro” que es el punto de A maés
cercano al origen. <

Ejemplo 6.7. Minimizar f(x) = -71 en A = {(21,22): 27 + 23 > 1,22 +
(w24+1)? <4, 21 > 0}. Considérese el punto factible z = (0,1). El conjunto
admisible tiene forma de cuerno. En la punta (0, 1) hay dos circunferencias
tangentes. Razonamientos geométricos permiten afirmar que en este punto
no hay direcciones realizables, entonces D, = (), luego D,N Dy = (. Segun lo
anterior = (0,1) es un buen candidato a minimizador local. Minimizar f
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corresponde a maximizar x1, o sea, el minimizador es el punto realizable que
tenga mds grande la primera coordenada. El minimizador global es (2,-1).
Si e > 0 es pequeno, el punto (g,v/1 —2) es factible, estd muy cerca de
(0,1) y ademéds mejora el valor de f. Lo anterior muestra que z = (0,1) no
es minimizador local. &

La mayoria de los problemas de programacion no lineal se plantean como
la minimizacién de una funcién f en un conjunto definido por desigualdades
e igualdades. Para facilitar el estudio de las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker, KKT, se presentard primero el problema tnicamente con desigual-
dades y posteriormente con desigualdades e igualdades. Las funciones g;, h;
estan definidas en R™ y tienen valor real.

min f(x) (PMD)
g1(x) <0
g2(z) <0
gm(z) <0
min f(x) (PMDI)
g1(z) <0
g2(z) <0
gm(2) <0
hl (l‘) =0
hg(:ﬁ) =0
hi(z) =0

En todos los casos A indica el conjunto de puntos admisibles o realizables,
es decir, el conjunto de puntos que cumplen todas las restricciones.

Definicién 6.4. Se dice que la desigualdad g;(x) < 0 estd activa o sat-
urada en un punto Z si se cumple exactamente la igualdad, es decir, si
9i(Z) = 0. Se dice que la desigualdad g;(x) < 0 estd inactiva o no satu-
rada o pasiva en un punto ¥ si se cumple estrictamente la desigualdad,
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es decir, si ¢;(Z) < 0. Sea T admisible. Se denotard por Z el conjunto de
indices de las desigualdades activas o saturadas:

Z={i:gi(z) =0}

Obsérvese que una desigualdad se cumple o no se cumple en un punto
Z. Si se cumple puede estar activa o inactiva.

Si para todo ¢ € Z las funciones g; son diferenciables, sea

G- = {d:4i(x)"d<0Viel},
G. = {d:gi(x)"d<0VieZ, d+#0}.

Proposicién 6.6. Sea T tal que:
T es un punto admisible del PMD,
gi es diferenciable en T para i € T,
gi es continua en T para i ¢ .
FEntonces:

G_CD,CG_.
Como corolario de la proposicién anterior:

Proposicion 6.7. Sea T tal que:
T es un punto admisible del PMD,
f es diferenciable en T,
gi es diferenciable en T para i € T,
gi es continua en T para i ¢ .
St T es un minimizador local del PMD, entonces:

DdﬂG_ = @,
F_nD, = 0,
FNG_. = 0

Ejemplo 6.8. Considere & = (1, 3) para el siguiente problema:

min f(z) = (r1—3)%+ (22— 2)°
To > m% + 2
I Z 0
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) 2 5/2.

Es necesario plantear el problema en la forma usual:

min f(z) = (21— 3)*+ (22 — 2)?
I%—x2+2 < 0
-1 < 0
—294+5/2 < 0

Ante todo se estudia la factibilidad del punto Z y se observa que cumple
todas las restricciones. Ademds se deduce que Z = {1} ya que la tnica
restriccién activa es la primera. También f, g1 son diferenciables en Z; go,

gs son continuas en z; f'(z) =[-4 2|, ¢i(z)=1[2 -1]7,
F_ = {(dl,dQ)Z — 4dq + 2do <0},
G_. = {(dl, d2) 1 2dp —dy < 0}

Claramente los dos conjuntos son disyuntos, entones z = (1,3) es un buen
candidato a minimizador local. Al dibujar la regiéon admisible y teniendo en
cuenta que f representa el cuadrado de la distancia de un punto z = (x1, x2)
a (3,2), se “observa” que el minimizador global es precisamente z = (1,3). <

Ejemplo 6.9. Considere = (1,1) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)% + (22 —2)?
P —x3+2 < 0
-1 < 0
22 45/2 < 0

El punto Z no es admisible. &

Ejemplo 6.10. Considere z = (0,5/2) para el siguiente problema:

min f(z) = (z1—3)%+ (2 —2)°
x% —a2+2 < 0
—I1 S 0
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—x2+5/2 < 0.
El punto z es factible; Z = {2,3}; f, g2, g3 son diferenciables en Z; ¢; es
continua en z; f'(z) =[-6 1], ¢4(z) =[-1 0]", g4(z) =[0 -1]7,

F_ = {(dl,dg)t —6d; +do < 0},
G_. = {(dl,dg): di1 >0, do > 0}.

Estos dos conjuntos no son disyuntos, d = (1,1) estd en ambos conjuntos,
luego = (0,5/2) no es minimizador local. <

Ejemplo 6.11. Considere z = (1, 1) para el siguiente problema:

min f(z) = (21— 5)°+ a3
r1+x2—2 < 0
1m0 +2 <0
—r1 < 0
—xo < 0.

El punto Z es factible; Z = {1,2}; f, g1, g2 son diferenciables en Z; g3,

g4 son continuas en Z; f'(z) =[-8 2|7, gi(z) =1 1]7, ¢5(z) =[-1 -1]7,
Fo = {(di,ds): —8dy +2ds < 0},
G_ = {(dl,dg): di+do <0, —dy —ds < 0} = 0.

Estos dos conjuntos son disyuntos, luego & = (1,1) es candidato a mini-
mizador local. Sin embargo, no lo es ya que si € > 0 es pequenio, el punto
(1+¢e,1—¢) es factible, estd muy cerca de (1,1) y ademéds mejora el valor
de f. Lo anterior muestra que Z = (1,1) no es minimizador local. El mini-
mizador global es el punto (2,0). <

6.2 PROBLEMAS CON DESIGUALDADES

El estudio sistematico de los conjuntos F. , G. da lugar a las condiciones
de Fritz John y a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Estas condi-
ciones también son conocidas con el nombre de Kuhn-Tucker tinicamente,
sin embargo, se da también crédito al trabajo de Karush en una tesis de
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maestria de la Universidad de Chicago, en 1939. Las condiciones de KKT,
cuando se pueden aplicar, permiten un manejo algoritmico y preciso, atn
para problemas con muchas variables.

Definiciéon 6.5. Un punto Z admisible para el PMD tal que: g; es diferen-
ciable en T para i € Z, se llama regular si los gradientes ¢}(Z) para i € 7
son linealmente independientes o si Z = ().

Proposicion 6.8. Condiciones necesarias de KKT para el PMD. Sea T tal
que:

T es un punto admisible del PMD,

f es diferenciable en x,

gi es diferenciable en T parai € T,

gi es continua en T para i ¢ I, y

T es reqular.
Si T es un minimizador local del PMD, entonces existen escalares u;, i € I,
tales que:

f1@) + > wigi(@) =0, (6.1)
1€L
u; >0, €.

Ejemplo 6.12. Considere & = (0,2) para el siguiente problema:

min f(z) = (21— 3)*+ (22 — 2)?
CL’%—%Q-FQ < 0
-1 < 0
—294+5/2 < 0

El punto Z es no es factible, luego no puede ser minimizador. <

Ejemplo 6.13. Considere & = (1, 3) para el siguiente problema:

min f(z) = (z1—3)%+ (22 —2)?
2 —x3+2 < 0
-1 < 0
—2345/2 < 0
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El punto Z es factible; Z = {1}; f, ¢1 son diferenciables en ; ga, g3
son continuas en Z ; el conjunto formado por el gradiente ¢} (zZ) = [2 -1]" es
linealmente independiente, luego T es regular.

r@+Sug@=| | va | 3]=]0]

1€l
entonces
Uy = 2 Z 0.
Luego z = (1, 3) es un buen candidato a minimizador local. <

Ejemplo 6.14. Considere & = (0,5/2) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)% + (z2 — 2)°
P —19+2 <0
—r1 < 0
—22+5/2 < 0

El punto z es factible, Z = {2,3}, f, g2, g3 son diferenciables en z, g;
es continua en Z, el conjunto formado por los gradientes ¢5(z) = [-1 0],
g5(Z) = [0 -1]" es linealmente independiente, luego Z es regular.

ot [4] [ 4] e [ 2]-[3].

1€T
entonces
uy=—6%0, ug=1.
Luego Z = (0,5/2) no es minimizador local. <

Ejemplo 6.15. Considere = (1,1) para el siguiente problema:

min f(z) = %+ a3
2—.%‘1—1‘2 S 0
1—1’1 S 0

103



CAPITULO 6. CONDICIONES DE KARUSH-KUHN-TUCKER

1—1’2 S 0.

El punto Z es factible; Z = {1,2,3}; f, g1, g2, g3 son diferenciables en
Z, pero el conjunto formado por los tres gradientes no es linealmente in-
dependiente, luego no se puede aplicar el teorema. Sin embargo, el punto
Z = (1,1) si es el minimizador global. En este ejemplo sencillo se puede ver
que al suprimir la primera restriccién el conjunto admisible no cambia. O
sea, el problema anterior es exactamente equivalente a:

min f(z) = %+ a3
1— I S 0
1— i) S 0.

El punto Z = (1,1) es factible; Z = {1,2}, f, g1, g2 son diferenciables en
Z; el conjunto formado por los gradientes ¢} (z) = [-1 0], ¢5(z) = [0 -1]"
es linealmente independiente, luego Z es regular.

2]l rel 2] =10

’LL1:2ZO, UQIQZO

entonces,

Luego Z = (1, 1) es candidato a minimizador local. <

Ejemplo 6.16. Considere & = (0, 1) para el siguiente problema:

minf(xl,xg)
—ZL‘% - SU% +1
22+ (z0+1)2 -4

—I9

IN A IA

El punto Z es factible; Z = {1,2}; f, g1, g2 son diferenciables en Z; g3 es
continua en ; el conjunto formado por los dos gradientes gj(z) = [0 -2|",
g5(Z) = [0 4]" no es linealmente independiente, luego no se puede aplicar el
teorema. Sin embargo, al construir la regién admisibles, se “ve” que el punto
Z = (0,1) si es el minimizador global. Acd no se puede quitar ninguna de
las restricciones pues el conjunto admisible se altera. Habria necesidad de
utilizar otros criterios para el estudio de este problema. <
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En los ejemplos anteriores ha sido relativamente simple saber si un punto
Z cumple o no cumple condiciones de KKT. En un caso general, suponiendo
Z admisible y regular, se trata de resolver un problema de la forma

Ay =

y =2 0,
donde A es una matriz n x m, siendo m el nimero de desigualdades satu-
radas; b= —f'(Z); y el vector columna m x 1 compuesto por las variables
u;,1 € T; las columnas de A son los gradientes de las desigualdades acti-
vas evaluados en . Como T es regular, entonces las columnas de A son
linealmente independientes, luego m < n.

El problema anterior se puede resolver de dos maneras, la primera con-
siste en resolver el siguiente problema de programacién lineal

minz = 0%y
Ay =
y =2

Resolver este problema de PL equivale simplemente a encontrar un punto
que cumpla las restricciones Ay = b, y > 0. Muy posiblemente es necesario
introducir variables artificiales y efectuar unicamente la primera fase del
método de las dos fases para saber si hay puntos admisibles de este prob-
lema de PL (Z es punto de KKT) o no hay puntos admisibles (Z no es
minimizador).

La segunda forma de encontrar la solucién consiste en resolver el sistema
Ay = b y ver si hay solucién tal que y > 0. Més precisamente:

1) Construir la matriz ampliada A = [A b] de tamaiio n x (m + 1).

2) Convertirla, mediante operaciones elementales por filas, en una matriz

/‘/_ IC
v=loil

donde I es la matriz identidad de orden m, 0 es la matriz (n — m) x m
compuesta por ceros, ¢ es un vector columna m X 1, d es un vector columna
(n —m) x 1, es decir, se obtiene el siguiente sistema equivalente
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LoJo=[i]

Iy = ¢
0oy = d.

0 sea,

El paso 2) siempre es posible puesto que las columnas de A son linealmente
independientes.

3) Sid # 0, el sistema Ay = b no tiene solucién y el punto Z no es
minimizador local. Si d =0, el sistema Ay = b tiene como tunica solucién

Yy = c.
4)Siy=c¢>0, el punto Z es punto de KKT. Si y = ¢ # 0, entonces Z no
es minimizador local.

Ejemplo 6.17. Considere z = (1,1,1, 1) para el siguiente problema:

min f(x) = 23 + 323 + 22 + 22

(x1 — 4> +a5+25+23-15 < 0
1l—20 < O

10— 21 — 229 — 323 — 4y < 0
d—z1—xp—x3—24 < 0

El punto Z es factible; Z = {2,3,4}; f, g2, g3, g4 son diferenciables en T ;
g1 es continua en Z ; el conjunto formado por los gradientes

g(z) = [ 0 -1 0 0],
gs(x) = [ -1 -2 -3 4 |7,
gy(z) = [ -1 -1 -1 -1 ]°

es linealmente independiente. El gradiente de f es f'(z) =[2 6 2 2|". El
problema que hay que resolver es el siguiente:

0 -1 -1 2
102 -1 ol R
03 -1 ]| T |2
0 -4 -1 ys 2

106
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y > 0,

donde y1 = ug, Y2 = us, y3 = ug. Si se resuelve por PL,

min z = 0y; + Oy2 + Oys

0 -1 -1 -2
1 -2 A Lol I R
0 -3 -1 21 = | 2
0 -4 -1 ys -2
y > 0.

Cambiando signos para obtener términos independientes no negativos, intro-
duciendo 4 variables artificiales (podria bastar con 3 ya que y; sirve como
segunda variable bésica) y planteando la funcién objetivo artificial de la
primera fase, se tiene

min 2, = Oy + O0y2 + Oy3 + 4 +y5 + ys + y7

01 11000][m®m 2
1210100]|][|%]| |6
0310010 ST ]2
0041000 1]/, 2

y > 0

Al final de la primera fase ug = y; = 4, uz = yo = 0, ug = ys = 2,
ys = ys = Y6 = y7r = 0, 2z, = 0, luego hay puntos factibles. Entonces z es
punto de KKT.

Si se resuelve de la segunda manera, se construye la matriz ampliada

0 -1 -1 -2
-1 -2 -1 -6
0 -3 -1 21’
0 -4 -1 -2

y por medio de operaciones elementales sobre las filas se llega a

1 00 4
0100
001 2 ("
0000
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lo cual indica, primero, que el sistema si tiene solucién, y, segundo, que

la solucion tiene todas sus componentes no negativas, luego T es punto de
KKT. ¢

Si las funciones g;, 7 ¢ Z son diferenciables en Z, y si se considera que los
u; correspondientes son nulos, la admisibilidad y las condiciones necesarias
de KKT se pueden escribir asi:

G(7) < 0, i=1l..m (6.2)
m
F1@)+> wgi(z) = 0 (6.3)
=1
w, > 0, i=1,...m
wigi(z) = 0, i=1,...,m. (6.4)

La primera condicién que debe cumplir un punto Z para tratar de ser
minimizador, es la de ser admisible, o sea, cumplir todas las restricciones
9i(Z) < 0. Estas condiciones (6.2) se conocen también con el nombre de
condiciones de factibilidad principal o “primal” (con frecuencia se
utiliza en espanol técnico la palabra “primal”, aunque puede ser un angli-
cismo). La existencia de u; > 0, tales que f/(Z) + > u;g.(Z) = 0, se conoce
con el nombre de condiciones de factibilidad dual (6.3). Las condiciones
(6.4) w;gi(Z) = 0 se conocen con el nombre de condiciones de holgura
complementaria.

Si g(Z) denota el vector columna [g1(Z) ¢2(Z) ... gm(Z)]", ¢(Z) de-
nota la matriz n x m cuyas columnas son los gradientes ¢|(Z), ¢5(Z),...,
g1, (Z), y teniendo en cuenta que u"g(Z) es suma de nimeros no positivos,
entonces la admisibilidad y las condiciones necesarias de KKT se pueden
escribir

9(z
(@) + ¢ (T)u

u"g(Z)

~—
|

(Y
o o o o

Introduciendo la funcién lagrangiana, o simplemente el lagrangiano, fun-
cién de n + m variables x1, ..., Ty, UL, ..., Um
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L(z,u) = f(z) + Y wigi(x) = f(x) +u"g(x),
=1

y denotando por L (Z,u) las componentes del gradiente L'(Z,u) correspon-
dientes a las derivadas parciales de L con respecto a las variables zj, y
de manera anédloga L (T, u), entonces la admisibilidad y las condiciones de
KKT se expresan

L (z,u) < 0

L (z,u) 0

u > 0

WLl (z,u) = 0.

Los coeficientes u; se conocen con el nombre de coeficientes de KKT
o coeficientes de Lagrange. Un punto que cumple las condiciones
necesarias de KKT se llama un punto de KKT.

Proposicién 6.9. Condiciones suficientes de KKT para el PMD. Si el punto
x cumple las condiciones necesarias de KKT para el PMD y ademds

f es seudoconvezxa en T,

gi es cuasiconvexa y diferenciable en T para i € I,
entonces T es un minimizador global del PMD.

Ejemplo 6.18. Considere = (1, 3) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)* + (z2 —2)?
x% —x9+2 < 0
- < 0
22 45/2 < 0

El punto z, como se vio en el ejemplo 6.8, cumple las condiciones necesarias
de KKT. Falta por ver si f es seudoconvexa en T y si g7 es diferenciable y
cuasiconvexa en T. La matriz hessiana de f,

ra=g s
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es definida positiva para todo x, luego f es convexa. Como es diferenciable,
entonces es seudoconvexa y en particular es seudoconvexa en . La funcién
g1 es diferenciable, su matriz hessiana,

es semidefinida positiva para todo x, luego g; es convexa, entonces es cua-
siconvexa y en particular es cuasiconvexa en Z. Luego T = (1,3) es mini-
mizador global. <

Ejemplo 6.19. Considere z = (1,1) para el siguiente problema:

min f(z) = cosz +exp(zy + x2)
2 — X1 — T2 § 0
rai—-2 < 0.

Obviamente este punto es minimizador global puesto que es el tinico punto
admisible. Sin embargo, no es un punto de KKT (no es regular), luego no
cumple condiciones suficientes. <

6.3 PROBLEMAS CON DESIGUALDADES E
IGUALDADES

Para el PMDI (problema de minimizacién con desiguladades e igualdades),
sea p = m + [, es decir, p es el nimero de desigualdades activas mas el
ntmero de igualdades.

Definicion 6.6. Un punto Tz admisible para el PMDI tal que: g; es difer-
enciable en Z para i € Z, h; es diferenciable en  para todo j, se llama
regular si los gradientes ¢/(Z) coni € Zy h; (Z), Vj son linealmente inde-
pendientes, o sip=0,0sea,siZ=0yl=0.

Proposicion 6.10. Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker para el
PMDI. Sea x tal que:

T es un punto admisible del PMDI,

f es diferenciable en T,

g; es diferenciable en T para i € T,

h; es diferenciable en T para todo j,

gi es continua en T para i ¢ I, y
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T es reqular.
Si & es un minimizador local del PMDI, entonces existen escalares u;, © € T,
v;Vj tales que:

() + ) wigh(z) + > willy(z) =0, (6.5)

1€L j=1

Ejemplo 6.20. Considere & = (1, 3) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)% + (22 —2)?
—I1 S 0
—12+5/2 < 0
—z2fay—2 = 0.

El punto Z es factible, Z = 0, f, hy son diferenciables en Z, g1, g2 son
continuas en Z, el conjunto formado por el gradiente h}(z) = [-2 1]*
linealmente independiente, o sea, T es regular.

f/(i)—i-ZuZ-gZ +Zv]h’ (7) [_;L]_Hjl[‘?]

1€

|
—
o O
[ I

entonces
v, = — 2.

Luego Z = (1, 3) es buen candidato a minimizador local. <

Ejemplo 6.21. Considere Z = (1/2/2,5/2) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)% + (22 —2)?
-1 < 0
—22+5/2 < 0
—ZL‘% +a22—-2 = 0.

El punto Z es factible, Z = {2}, f, g2, h1 son diferenciables en Z, g; es
continua en Z, el conjunto formado por los gradientes g¢5(z) = [0 -1]7,
R} (Z) = [-v/2 1]T es linealmente independiente, o sea, Z es regular.
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e R B R

entonces

’LL222—3\/§%0, 1)1:1—3\/5.
Luego Z = (v/2/2,5/2) no es minimizador local. <

De manera analoga a los problemas con desigualdades, para saber si T
admisible es punto de KKT, se debe resolver un problema de la forma

v
y = 0.

donde A es una matriz n x p, siendo p = m+1, m el nimero de desigualdades
saturadas; b = —f'(Z); y es el vector columna m x 1 compuesto por las
variables u;,7 € Z; v el vector columna [ X 1 compuesto por las variables
vj; las columnas de A son los gradientes de las desigualdades activas y de
las igualdades evaluados en . Como Z es regular, entonces las columnas de
A son linealmente independientes, luego p = m + [ < n.

El problema anterior se puede resolver de dos maneras, la primera con-
siste en resolver el siguiente problema de programacién lineal

minz = 0"y + 0"v

A['y]—b
v

y > 0
veRl.

Si el algoritmo que se va a usar supone que todas las variables son no
negativas, entonces es necesario convertir el problema de PL anterior en uno
con todas las variables no negativas. Lo usual es descomponer cada variable
vj en la diferencia de dos variables no negativas v; = U]—-’— —v; , con fu;f, vy 2
0, y efectuar los cambios correspondientes. Ademds muy posiblemente es

necesario introducir variables artificiales y efectuar Unicamente la primera
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fase del método de las dos fases para saber si hay puntos admisibles de este
problema de PL (Z es punto de KKT) o no hay puntos admisibles (Z no es
minimizador).

La segunda forma de encontrar la solucion consiste en resolver el sistema

A [ Y ] —b
v
y ver si hay solucién tal que y > 0. Més precisamente:

1) Construir la matriz ampliada A = [A b] de tamafio n x (p + 1).

2) Convertirla, mediante operaciones elementales por filas, en una matriz

I

A =

o o
o~ O
QO a

donde ¢ es un vector columna m X 1, e es un vector columna [ x 1, d es
un vector columna (n —m — 1) x 1, es decir, se obtiene el siguiente sistema
equivalente

0 O d
o sea,
Im = C
Liv = e
Oy+0v =

El paso 2) siempre es posible puesto que las columnas de A son linealmente
independientes.
3) Sid # 0 el sistema A [ z } = b no tiene solucién y el punto T no es

minimizador local. Si d = 0 el sistema tiene como tnica solucién y = c,
v=e.

4) Siy =c>0 el punto Z es punto de KKT. Si y = ¢ # 0, entonces Z no es
minimizador local.

Ejemplo 6.22. Considere z = (1,1, 1, 1) para el siguiente problema:
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min f(z) = 23 + 323 + 22 + 2

(1 —4)* + 25+ 23 + 23 - 15
1— 2o

x1 + 229 + 323 + 44 — 10
T+ To+x3+x4—4

[ VARRVAN
o o o o

El punto z es factible, Z = {2}, f, g2, h1, he son diferenciables en z, g1
es continua en Z, el conjunto formado por los gradientes

gp@ = [0 -1 0 0]
hi(@) = [ 1 2 3 4],
Ky () [1 1 1 1]°

es linealmente independiente. El gradiente de f es f'(z) =[2 6 2 2|". El
problema que hay que resolver es el siguiente:

01 1 2
a2 [ e
03 1 b I
0 4 1 v2 2

y = 0,
donde y; = wg. Si se resuelve como un problema de PL con variables no

negativas, entonces se hacen los cambios v = vfr — vy, V2 = v;r — U, y se
considera la funcién objetivo mas sencilla

min z = Oy; + 0v; + Ovy + 0v] + 03

011 -1 17" -2
v

12 1 -2 -1 L 6

03 1 -3 -1 Y2 | 2

04 1 -4 -1 U1 2
Vg
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Al resolver este problema de PL con variables no negativas se obtiene us =
y1 = 4, Uf:(), v;:(), v =0, v3 =2, luego v; =0, v2 = -2

Entonces Z es un punto de KKT.

Si se resuelve de la segunda manera, se construye la matriz ampliada

0o 1 1 -2
-1 2 1 -6
0o 3 1 -2
0 4 1 -2

Por medio de operaciones elementales sobre las filas se llega a

1 0 0 4
0 1 0 O
0O 0 1 -2 |
0 0 0 O

lo cual indica primero, que el sistema si tiene solucién, y, segundo, que y, una
parte de la solucién, tiene todas sus componentes no negativas: us = y; = 4,
luego = es punto de KKT. <

Si las funciones g;, i ¢ Z son diferenciables en Z, y si se considera que los
u; correspondientes son nulos, la admisibilidad y las condiciones necesarias
de KKT se pueden escribir asi:

> 0, i=1,...m

uigi(x) = 0, i=1,...,m.

Si g(Z) denota el vector columna [g1(Z) ¢2(Z) ... gm(Z)]", ¢'(Z) denota
la matriz nxm cuyas columnas son los gradientes g} (Z), ¢5(Z),..., g0, (Z), h(Z)
denota el vector columna [hq(Z) ho(Z) ... hi(Z)]", W (Z) denota la matriz
n x | cuyas columnas son los gradientes h}(z), h%(Z),..., hj(Z), entonces la
admisibilidad y las condiciones necesarias de KKT se pueden escribir
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9(z) < 0

h(z) = 0

(@) +d@u+h () = 0
u > 0

utg(z) = 0

Utilicemos la funcién lagrangiana, o simplemente el lagrangiano, funcién
de n + m + [ variables x1, ..., Ty, U1, ..., Um, V1, ..., v, definida por:

m l
L(z,u,0) = f(z)+ > wigi(z)+ Y _ vihi(z)
=1

j=1
= f(z)+u'g(z)+ v h(x).

Denotemos por L/ (Z,u,v) las componentes del gradiente del lagrangiano
L'(Z,u,v) correspondientes a las derivadas parciales de L con respecto a
las variables x;, y de manera andloga L, (Z,u,v) y L, (Z,u,v). Entonces la
admisibilidad y las condiciones de KKT se expresan asi:

L,(Z,u,v) < 0

L (Z,u,v) = 0

L (Z,u,v) = 0

u > 0

u"L (Z,u,v) = 0.

Estudiar, uno a uno, puntos admisibles puede ser un proceso inacabable.
Para problemas pequenos, sin partir de un punto admisible explicito, se
puede tratar de resolver completamente un problema estudiando todas las
posibilidades para el conjunto Z.

Ejemplo 6.23. Resolver, utilizando condiciones de KKT, el siguiente prob-
lema:

min f(z) = (1 — 3)2 + (22 — 2)2
0

IN

—I
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—29+5/2 < 0

—1‘%4—332—2 =

En este ejemplo el conjunto admisible A es no acotado y cerrado (pues es
interseccién de cerrados), la funcién f es continua y coercitiva, entonces
el PMDI tiene por lo menos un minimizador global. Sea Z un punto ad-
misible. Como no se sabe exactamente qué punto es, entonces es necesario
estudiar todas las posibilidades. Estas se pueden agrupar en funcién de las
posibilidades de Z: Z =10, Z={1}, Z={2}, Z={1,2}.

i) ZT=0:

! 2(z1-3) 2z 0
/(= . , T . /. T) = 17 B ! ==
r@+ Sl + e = | 0 | +u | =[5
€L Jj=1
Como se tiene que cumplir la igualdad, entonces
—Z3 4Ty —2=0, luego Zp = 75 + 2,
2(51 — 3) -2Z1 _ 0
{2(x§+2—2)]+v1[ 1 ]_[0}
De donde
2(x1 —3) — 20171 =
2@'% +v1 =
Reemplazando v; = —272,
2(zy — 3) + 4z =

2(2%3 + &1 — 3)
(1 —1)(223 4+ 21+ 3) =

o o o

El polinomio cuadratico no tiene raices reales ya que su discriminante vale
—20, entonces:
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To = 3

v = —2.

Entonces la suposicién Z = () conduce al punto & = (1,3) que cumple las
condiciones necesarias de KKT.

ii) Z={1}: como estd activa la primera desigualdad y se cumple la igual-
dad, entonces:

_i-l —

—i%—l—fg—? =

Luego To = 2, es decir, la suposicién Z = {1} conduce al punto z = (0, 2)
que no es realizable.

iii) Z = {2}: como estd activa la segunda desigualdad y se cumple la
igualdad, entonces:

—:f2—|—5/2
—T 4Ty —2 =

Luego T2 = 5/2, 1 = +v/2/2, es decir, la suposicién Z = {2} conduce,
o bien al punto Z = (—/2/2,5/2) que no es admisible, o bien al punto
7 = (v/2/2,5/2) que no cumple condiciones necesarias de KKT.

iv) Z =1{1,2}: como estén activas la primera y la segunda desigualdad y
se cumple la igualdad, entonces:

-1 = 0
—T9+5/2 =
—i% +Zo—2 =
Pero no existe ningin punto que cumpla las tres igualdades. En resumen,
hay un solo punto que cumple condiciones necesarias de KKT, y como existe

por lo menos un minimizador, entonces este punto z = (1,3) debe ser el
minimizador global. <

Proposicion 6.11. Condiciones suficientes de KKT para el PMDI. Si el
punto T cumple las condiciones necesarias de KKT para el PMDI y ademads
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f es seudoconvezxa en T,

gi es cuasiconvezra en T para i € L,

h;j es cuasiconvexa en T para v; > 0,

hj es cuasiconcava en T para v; <0,
entonces T es un minimizador global del PMDI.

Ejemplo 6.24. Considere z = (1, 3) para el siguiente problema:

min f(z) = (x1—3)%+ (22 —2)?
—r1 < 0
—z2+5/2 < 0
—a:% +x2—-2 = 0.

El punto Z cumple condiciones necesarias de KKT, ademas

ORI

es definida positiva para todo z, luego f es convexa, como es diferenciable,
entonces es seudoconvexa y en particular es seudoconvexa en Z. La funcion
h1 es diferenciable, la matriz hessiana de —hy,

i@ =5 o).

es semidefinida positiva para todo x, luego —hy es convexa, es decir, hy
es céncava, entonces es cuasiconcava y en particular es cuasiconcava en ZI.
Luego Z = (1, 3) es minimizador global. <

6.4 CONDICIONES DE SEGUNDO ORDEN

Asi como para puntos interiores hay condiciones necesarias (... y hessiana
semidefinida positiva) y condiciones suficientes de segundo orden (... y hes-
siana definida positiva), es decir, que utilizan derivadas parciales de segundo
orden, también hay condiciones de segundo orden para puntos no interiores.
La diferencia principal consiste en que no se exige que la hessiana sea semi-
definida positiva en todo R"™, sino en un subespacio.

Definiciéon 6.7. Sean: A el conjunto admisible de PMDI, z admisible, g;
diferenciable en ¥ para i € Z, h; diferenciable en Z para todo j, g; continua
en T para i ¢ Z, T regular. El espacio tangente 7 es el conjunto de
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puntos de R" ortogonales a los gradientes activos {g;(7),i € Z, h(%),Vj} ,
es decir

T={yeR": gi(z)"y=0,Vic I, h}(Z)"y=0,j}.

Sip = m+Il = 0, es decir, si no hay desigualdades activas y no hay igualdades

T =R".
Sip=n

T = {o}.

Denotando por M la matriz p x n = (m + 1) x n, cuyas filas son los
gradientes ¢(z)",1 € Z, hg(f)T,j =1,...,1, (exactamente la transpuesta de
la matriz A utilizada en el célculo de los coeficientes w;, v; para un Z dado),
el espacio tangente se define sencillamente como

T={yeR": My =0}.
Dicho de otra forma, 7 es simplemente el espacio nulo de la matriz M,
y claro estd, es un subespacio vectorial de R™. El significado de T puede
tener la siguiente interpretacién geométrica en R3 (o en R?): Si Z est4 en la
frontera de A, y si se puede construir un plano tangente a la superficie en
Z 0 una uUnica recta tangente, el espacio tangente es un plano (o una recta)
que pasa por el origen y es paralelo al plano tangente (o a la recta tangente).

Ejemplo 6.25. Sean: A en R? definido por dos desigualdades

(x14+1)>+ 23 -25

<
—x1— 22 <

9

Z = (2,4). El conjunto A es un pedazo de circulo. La recta tangente a A
en el punto & = (2,4) es

R ={(y1,y2): 3y1 + 4y = 22}.

El espacio tangente es la recta paralela a R que pasa por el origen:

T ={(y1,92) : 3y1 + 4y> = 0}.
Si se considera Z = (1,3), el espacio tangente es todo R2. Si se considera
Z = (—4,4), no se puede construir “la recta tangente” a A en (—4,4). El
espacio tangente es 7 = {(0,0)}. <
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Ejemplo 6.26. Sean: A en R? definido por

x%+x§+x3720 < 0,
z = (2,0,4). El plano tangente a A en T es

P ={(y1,y2,y3) : 11 + 2y3 = 10}.

El espacio tangente es el plano paralelo a P que pasa por el origen:

T ={(y1,92,y3): 1 +2y3 =0}. <&
Ejemplo 6.27. Sean: A en R? definido por

x%—i—x%—l—x%—QO < 0,
r1+2x9+3x3—14 = 0,

T =(2,0,4). La recta tangente a A, en T es

R=1{(2,0,4) +t(-4,-1,2): t € R}.

El espacio tangente es la recta paralela a R que pasa por el origen:

T = {(1v2,93): y1 +2y3 = 0,51 + 2y2 + 3y3 = 0}
= {t(-4,-1,2): t e R} <.
Sean: Z un punto de KKT para el PMDI, u, v sus coeficientes de La-
grange, L!(Z,u,v) la submatriz de la matriz hessiana del lagrangiano cor-

respondiente a las derivadas parciales de segundo orden con respecto a las
variables x;, o sea,

L =L"(z,u,v) )+ Zulg )+ Zvjh”

Como para las desigualdades inactivas u; = 0, entonces la definiciéon de
L” se puede dar como expresion de los hessianos de las desigualdades activas
y de las igualdades:

L' = L'(z,u,v) )+ > dig) () Zv] "

i€l
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Sean: It = {i:w; > 0}, Z° = {i:w; = 0}. Sii € ZT se dice que la
restriccién g;(z) < 0 estd fuertemente activa. Sii € Z° se dice que la
restriccién g;(z) < 0 estd débilmente activa. Sean: m™ el nimero de de-
sigualdades fuertemente activas, m¢ el numero de desigualdades débilmente
activas. Sea p™ = m™ + [, o sea, el ntimero de desigualdades fuertemente
activas mas el nimero de igualdades. Obviamente Z es unién disyunta de
It e IV y ademéas m = mt + mP.

Sea M la matriz de tamafo pt x n cuyas filas son los gradientes de las
desigualdades fuertemente activas y los gradientes de las igualdades calcu-
lados en Z. Dicho de otra forma, M se obtiene quitando de M las filas
correspondientes a los gradientes de las desigualdades débilmente activas.
Sea T el espacio nulo de M, o sea, T = {y € R*: My = 0}. Si pT, (el
nimero de filas de M) es cero se considera que 7 = R™.

Proposicion 6.12. Condiciones necesarias de segundo orden.  Sean: T
un punto de KKT del PMDI, f, g;,i € L, h;,j = 1,...,1 doblemente difer-
enciables en T. Si T es un minimizador local, entonces Ll es semidefinida
positiva en T .

Proposicion 6.13. Condiciones suficientes de segundo orden. Sean: T un
punto de KKT del PMDI, f, g;,i € Z, hj,j =1,...,1 doblemente diferencia-
bles en T. Si L es definida positiva en T, entonces & es un minimizador
local estricto.

Ejemplo 6.28. Considere = (0,0) para el siguiente problema:

min f(z1,22) = 23 — o3

—T1 — X9 S 0.

El punto Z es factible; Z = {1}; f, ¢1 son diferenciables en Z; el conjunto
formado por el gradiente ¢j(Z) = [-1 — 1]" es linealmente independiente,
0 sea, T es regular.

luego = (0,0) es un punto de KKT.
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2 o
- [0 2]
T = {(y,92): —y1 —y2 =0}

Una base de este subespacio puede ser el conjunto formado por el vector

1 —1]7, luego
1
e =]

2 0 1
ETLgE:[1—1][O _QH_J
= 0, matriz semidefinida positiva.

Luego & cumple condiciones necesarias de segundo orden. La desigualdad
activa es débilmente activa, luego mt = 0, p* = 0, M no tiene filas, T = R2.
Como L no es definida positiva en R?, entonces  no cumple condiciones
suficientes de segundo orden. En resumen, utilizando condiciones de KKT y
de segundo orden se puede decir que Z es un buen candidato a minimizador
local. Sin embargo, no es minimizador local ya que un punto de la forma
(0,¢) es admisible, mejor que T y estd muy cerca de él. <&

Ejemplo 6.29. Considere = (0,0,0) para el siguiente problema:

. 1
min f(z1,x2,x3) = x% — a?% + g(.%’g — 1)3

—6—1’1—332—%3

IN A

El punto Z es factible; Z = {2}; f, go son diferenciables en Z; g; es continua
en 7; el conjunto formado por el gradiente g5(Z) = [0 0 —1]" es linealmente
independiente, o sea, T es regular.

0 0 0
0 | +uo 0 = 0],
1 -1 0
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[ 2 0 0] 0
= o -2 o|+1]o0
0 0 -2 | 0
[ 2 0 0
= 0 -2 0
0 0 -2 |
T = {(y1,y2,y3): —y3=0}.

o O O

o O O

Una base de este subespacio puede ser el conjunto formado por los vectores

[1 0 0]",[0 1 0]F, luego

10
01
00

10
E = 0 1],

| 0
- 2 0 0

E'LIE = (1] (1) 8 ] 0 -2 0
- 0 0 -2
[ 2 . . .

= 0 _2 } no es semidefinida positiva,

luego & no cumple condiciones necesarias de segundo orden, entonces no es

minimizador local ni global. <

Ejemplo 6.30. Considere z = (0,3,0) para el siguiente problema:

min f (21,22, 23) = 25 — 23 + 23

1’2—3

VANV

0.

El punto Z es factible; Z = {2}; f, g2 son diferenciables en Z; ¢; es continua
en Z; el conjunto formado por el gradiente ¢g5(Z) = [0 1 0] es linealmente

independiente, o sea, T es regular.
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0 0 0

—6 | +u| 1| =101/,

0 0 0
ug =6

2 0 0 00 0
L' = |0 -2 0|+6|0 0 0
0 0 2| 00 0

2 0 0]

= |0 -2 0],

0 0 2|

T = {(ylvaay3): y2:0}

Una base de este subespacio puede ser el conjunto formado por los vectores
1 0 0", [0 0 1], luego

10
E = 0 0],
[ 01
- 2 00 10
E'LIE = (1) 8 (1)] 0 -2 0 00
- 0 0 2 0 1
= 3 (2) ] es definida positiva.

Entonces & cumple condiciones necesarias de segundo orden. Mas atin, no
hay desigualdades débilmente activas, entonces M = M, T = 7. En conse-
cuencia, L es definida positiva en 7', es decir, Z = (0,3,0) cumple condi-
ciones suficientes y es minimizador local estricto. <

EJERCICIOS

En los ejercicios 6.1 a 6.15 estudie el problema propuesto, use condiciones
necesarias, suficientes, condiciones de segundo orden y otros argumentos.
Encuentre, si es posible, puntos de KKT. ;Son estos puntos minimizadores?
{Son minimizadores globales?
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6.1. Minimizar f(x1,xs

+ x2, sujeto a 3z + 4xo = 12.
6.2. Minimizar f +

T1,To xz, sujeto a 3z + 4xo > 12.

227 + 23, sujeto a 3x1 + 4as = 12.

6.3. Minimizar f(x1,z9

6.4. Minimizar f(z1,xs + x2, sujeto a 3z, +4xo =12, 1 < 0.

+:1:2, sujeto a 3x1+4xe =12, 1 <0, 29 > 3.

6.6. Minimizar f(x1, 2 x%, sujeto a 3z + 4xo = 12.

:c%, sujeto a 3z + 4xo > 12.

6.7. Minimizar f(x1,z9

x2, sujeto a 3xr1 +4xo < 12, x > 0.

)
)
)
)
6.5. Minimizar f(z1,z2)
)
)
)
6.9. Minimizar f(z1,zs) =

— 23, sujeto a 3x1 + 4o > 12, > 0.
6.10. Minimizar f(z) = ¢z, sujeto a ||z —al|la =7, con ¢ # 0, r > 0.
6.11. Minimizar f(z) = ¢z, sujeto a ||z —al|a < 7, con ¢ # 0, r > 0.

6.12. Minimizar f(x; o3 + 23, sujeto a 3z + 4ag = 12.

6.13. Minimizar f

T1,T9 :13 + x%, sujeto a 3z + 4xy > 12.

6.14. Minimizar f x3 + 13, sujeto a 3x1 + 4wy < 12, 2 > 0.

(
I
i
(
(
(
(
6.8. Minimizar f(x, 22
(
(
(
(
I
f(z1, 22
(

2)
)
)
)=

6.15. Minimizar f(x1, 2 :f + 1:%, sujeto a 3z +4xo > 12, x > 0.
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Capitulo 7

METODOS DE
MINIMIZACION EN UNA
VARIABLE

En la mayoria de métodos de minimizacién en varias variables sin restric-
ciones o con restricciones, es necesario resolver problemas implicitos de min-
imizacion en una variable. Si f es una funcion de varias variables y valor
real, y estan fijos un punto = z* y una direccién d = d* # 0, entonces con
mucha frecuencia se debe resolver el siguiente subproblema: minimizar una
funcién ¢ que depende tinicamente de A

min p(\) = f(x + Ad),

donde A varia en un conjunto A. Los casos mas corrientes son:

A = R,
A = (0,00
A = [0, \ax-

Los tres casos anteriores se pueden generalizar a:

> =
[
B
=
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Casi siempre cuando A = [0, 00] o cuando A = [0, Apax] la direccién d =
d* es una direccién de descenso, entonces existe € > 0 tal que p()\) < ¢(0)
para todo A € [0, ¢].

En general, cada método de minimizacién en una variable es adecuado
para un solo caso de variacion de A, sin embargo, frecuentemente, se puede
modificar el método para adaptarlo a otro conjunto A.

La minimizacién en una variable también es llamada biisqueda lineal.
Siempre se supondra, por lo menos, que ¢ es continua.

Algunos métodos de minimizacién en una variable necesitan usar se-
gundas derivadas (y primeras derivadas), otros no necesitan usar segundas
derivadas, pero si necesitan primeras derivadas, y finalmente otros métodos
solamente requieren valores de la funcién ¢ en varios puntos.

Dependiendo de la funcién ¢ y del método, en algunos casos se construye
una sucesién {A;} que tiende a A* minimizador local o global de la funcién.
Obviamente como se trata de una sucesién infinita, no es posible calcular
todos los elementos, pero como es usual, el proceso se detiene cuando

|Aer1 — k] < e, dado,

o también,

Akl — Ak
Ak

< ¢! dado,

o para evitar denominadores cercanos a cero,

[ Aet1 — Akl

< ¢’ dado.
1+|)\k‘ - A

Este hecho indica que Ag11 esta suficientemente cerca de A*, o bien, que el
proceso esta avanzando muy lentamente.

Otro criterio usado para detener el proceso (puede ser usado simulta-
neamente) consiste en parar cuando el valor de ¢ varfa muy poco, o sea,
si

lo(Aet1) — (M) < epdado

o también,
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e(Ae+1) — ©(Ak)
(k)

o para evitar denominadores muy pequenos,

< &?fp dado ,

lp(Me+1) — o(Ae)|
L+ [p(Ar)]

!
< € dado .

Cuando se emplean primeras derivadas de ¢ también se puede usar si-
multdneamente un criterio de parada que verifica si ¢’ esta cerca de cero, o
sea, si A; es casi un punto critico,

l¢'(Mk)| < ey dado.

Siempre es necesario utilizar en casi todos los métodos un ntimero maxi-
mo de iteraciones, llamado en este libro MAXIT. Esto permite impedir que
un método gaste demasiado tiempo, o peor ain, que resulte un ciclo sin fin
y obligue a abortar el programa o a apagar el computador.

En cualquier algoritmo de minimizacién en una variable, cuando A varia
en un conjunto no acotado ([0,00[ 6 R) es necesario preveer la posibilidad
de que ¢ no esté acotada inferiormente, lo que implica que no tiene mini-
mizador.

Otras veces la sucesién tiende a un punto A’ donde simplemente se anula
la primera derivada, lo cual bajo ciertas condiciones, garantiza un mini-
mizador.

En otros métodos se parte de un intervalo de incertidumbre [ag, bg] y
el método construye intervalos [ag,br] encajonados en los anteriores y de
menor tamafio que también contienen al minimizador A*. En este caso el
proceso termina cuando

b — a, < € dado.

En los métodos llamados de descenso, ademas de buscar convergencia,
se busca que siempre la funcién disminuya de valor, o sea, una condicion
indispensable es que

P(Ak+1) < (k).

La minimizacién de funciones de una variable es un subproblema que se
efectiia muchas veces. Si cada vez se pide mucha precision, cada vez se gasta
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un tiempo no despreciable. En algunos métodos las primeras veces que se
utiliza la minimizacién en una variable no se requiere mucha precisién en la
aproximacién del minimizador A*. Es una buena idea entonces detener el
proceso cuando se ha obtenido una disminucién suficiente en el valor de ¢

(Xo) — (M) > pl( M = do)d" f'(x)],

donde 0 < p < 1. Obviamente si se escoge p muy pequeno la condicién se
satisface muy facilmente. Con frecuencia la direccién es tal que d* f/'(z) < 0
(lo cual garantiza una direccién de descenso), A\g = 0, A > 0 y se trata de
un método de descenso, entonces el criterio de disminucién suficiente es:

(M) < (0) + pXed” f'(z).

Los métodos de minimizacion en una variable, que se presenten en este
libro, siempre estaran enfocados a minimizar f(z + Ad), pero obviamente
también se pueden aplicar para funciones que son explicitamente de una
variable, por ejemplo, para minimizar p(A) = cosA + A/2 en el intervalo
[—1,1].

Los valores de € los da el usuario, pero generalmente se exige que no le
pidan al método mas de la mitad de cifras significativas de las dadas por la
maquina usada. Por ejemplo, si un computador da 16 cifras significativas,
entonces el valor de ¢ dado por el usuario debe ser mayor que 10°%. Es
frecuente relacionar la anterior condicién con epmaq: €l € de la maquina,
definido como la menor cantidad positiva tal que el computador puede hacer
la diferencia entre 1 y 1 + emaq-

€maq = min{e: 1+ ¢ “diferente de” 1}.

Una forma aproximada de encontrar ey,q consiste en empezar con € = 1
e ir dividiéndolo por 2 hasta que el computador no diferencie entre 1 y 14¢.
Entonces se toma como E;naq el penultimo valor obtenido, es decir, el doble
del timo valor obtenido.

e=1

s=1+¢

mientras s # 1
e=¢/2
s=1+¢

fin-mientras

gl =2

maq
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Obviamente la aproximacion del ey,4 depende del tipo de nimeros us-
ados: “flotantes”, “doble precisiéon”, ... . Por ejemplo, trabajando en
un microcomputador con procesador AMD 486DX40 (tiene coprocesador
matemadtico) y en precisién sencilla, en MS-Fortran 5.1 o en Turbo C 3.0, se
obtiene el valor

Ehag = 1.192 %1077
En este caso no hubo diferencia entre los dos lenguajes (y compiladores),

pero podria haberla. Trabajando en doble precision el valor encontrado es

el =1.0842 % 1071,

maq

Utilizando epyaq, para que el valor de € no sea demasiado pequeno, se
acostumbra exigir que
€ > \/€magq-

Cuando se trabaja con ntimeros en doble precision los arreglos gastan el
doble de memoria que los arreglos en precision sencilla. El tiempo para las
operaciones también puede ser mayor. Sin embargo, como regla general, es
preferible utilizar niimeros en doble precision.

7.1 CALCULO DE LAS DERIVADAS

La derivada de ¢ esta intimamente relacionada con la derivada direccional
de f en la direccion d,

oA +n) — (N

/ o .
(A = lim .
— lim flx 4+ Ad+nd) — f(z+ \d)
o n—0 n
— lim flz+Ad+ndd) — f(z+ )
o n—0 n ’
donde
d
d=|d|l #0 , d’:g ,ld = 1.
Asi:
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I_
S0) = hméf(x—l—)\d—l—ncid) f(z+ Ad)
n—0 7’](5
= §f'(z + M\d;d),

o sea, ¢ veces la derivada direccional de f en el punto z + Ad con respecto
a la direccién (de norma uno) d'.

o) = 5f(x+ X d)d
o) = fllz+d)"d, (7.1)

en particular,

¢'(0) = f(x)"d.

De manera semejante se puede expresar la segunda derivada de ¢ usando
el hessiano:

"\ = d"f"(x+ \d)d, (7.2)

en particular,

©"(0) = d"f"(x)d.

Los métodos de minimizaciéon en una variable que utilizan la primera
o segunda derivada requeririan entonces el conocimiento del gradiente y
de la matriz hessiana. O sea, en una parte del programa de computador,
debe haber subprogramas, procedimientos, subrutinas o funciones para el
calculo del gradiente y del hessiano. Este calculo puede ser exacto, es decir,
mediante las expresiones analiticas de las derivadas parciales de la funcién
f, o bien mediante aproximaciones numeéricas.

Cuando en el programa se tiene la expresién analitica del gradiente y del
hessiano, s{ se puede pensar en calcular ¢’ y ¢” mediante (7.1) y (7.2). Sin
embargo, se debe evaluar la necesidad de precision y el tiempo necesario para
el calculo exacto del gradiente y del hessiano, y para el producto matricial.

Si por el contrario, se tiene simplemente una férmula aproximada para
calcular el gradiente y el hessiano de f, no es adecuado utilizar las formulas
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7.1 7.2) para calcular ¢’ . En este caso es mucho mejor aproximar
y Yye )

directa y numéricamente ¢’ y ¢”. Para tal efecto algunas de las férmulas
mas utilizadas son:

S0y ~ POF nz — () (73)

eA+1n) —p(A—n)
21

]errorlg% max  |¢"|.

[A—=1,247]

P(A+1) = 20(\) + oA — 1)
n? ’

Q

"(A) (7.5)

2

lerror| < 717— max

"
[A—n,A47] e

Estas formulas, para aproximar numéricamente derivadas de funciones
de una variable, son tedricamente més exactas cuando 7 es mas pequeno.
Sin embargo, en la préactica esto no es necesariamente cierto. Dependiendo
de ¢ y de A, si 7 es demasiado pequenio el numerador o el denominador
pueden ser cero (numéricamente). En las tablas 7.1, 7.2, 7.3 hay ejemplos
de utilizacién de la férmula (7.4) con nimeros en doble precisién (8 bytes)
en un microcomputador sin coprocesador matematico.

7.2 METODO DE NEWTON

Este método busca un punto A donde la primera derivada de ¢ se anula. Si
©"(\) > 0, entonces A es un minimizador local. Si ¢ es convexa, entonces
A es un minimizador global. La férmula se puede deducir de dos formas
equivalentes: aplicando el método de Newton para hallar una raiz de ¢, o
bien buscando un punto critico de la aproximacién cuadratica de ¢ alrededor
de \j.

La férmula del método de Newton para resolver g(A) = 0 es

g(\r)
g (M)’

Akl = Ag —
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oA =2, A =2, Y(2) =32
U ¢’

1.0E+00 | 4.00000000E+01
1.0E-01 | 3.20800000E+01
1.0E-02 | 3.20008000E+01
1.0E-03 | 3.20000080E+01
1.0E-04 | 3.20000001E+01
1.0E-05 | 3.20000000E+01
1.0E-06 | 3.20000000E+01
1.0E-07 | 3.20000000E+01
1.0E-08 | 3.19999999E+01
1.0E-09 | 3.20000026E+01
1.0E-10 | 3.20000026E+01
1.0E-11 | 3.20000026E+01
1.0E-12 | 3.20028448E+01
1.0E-13 | 3.19744231E+01
1.0E-14 | 3.23296945E+01
1.0E-15 | 3.19744231E+01
1.0E-16 | 0.00000000E+00
1.0E-20 | 0.00000000E+00

Tabla 7.1

entonces la férmula del método de Newton para “buscar” un minimizador
es:

o' (Ar)
@"(Ar)

La aproximacion cuadratica de ¢ alrededor de A es

Abs1 = \p — (7.6)

(A) = pa(A) = (M) + @' (M) (A = ) + %‘P//()‘k)(/\ — )’

Al buscar un punto A = A1 donde se anule la derivada de py se obtiene
exactamente la férmula (7.6).

Proposicién 7.1. [Lue89] Sean: ¢ con tercera derivada continua, ¢'(\) =
0, "(\) # 0. Si \g estd suficientemente cerca de )\, entonces el método de
Newton para hallar una raiz de ¢’ converge a A con orden de convergencia
superior o igual a dos.
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©o(N) = AN =2E +6,¢/(2) =3.2E + 19
U ¢’
1.0E+00 3.20000000E+19
1.0E-01 3.20000000E+19
1.0E-02 3.20000000E+19
1.0E-03 3.19999974E+19
1.0E-04 3.20000189E+19
1.0E-05 3.20002981E+19
1.0E-06 3.19996538E+19
1.0E-07 3.19652941E+19
1.0E-08 3.19975064E+19
1.0E-09 3.00647711E+19
1.0E-10 0.00000000E+00
1.0E-20 0.00000000E+00
Tabla 7.2

En [Baz93] hay condiciones més especificas para garantizar la conver-

gencia.

Generalmente, las condiciones son favorables y el método de Newton con-
verge muy rapidamente ya que su convergencia es cuadratica. Sin embargo,
en otros casos sus inconvenientes son:

e puede no converger,

e puede converger a un maximizador,

e se requiere verificar que ¢”(Ag) # 0,

e es necesario calcular primeras y segundas derivadas de (.

Ejemplo 7.1. Aplicar el método de Newton para minimizar f(z1,z2) =
z} + (z1 + 22)?, a partir de z = (—2,3), en la direccién d = (—1,4).

IS VI S I @

Ak eAe) @A) @A) Ak
0.0000 17.0000 38.0000 66.0000 -0.5758
-0.5758 4.6436 7.1925 42.3416 -0.7456
-0.7456 4.0056 0.4736 36.8815 -0.7585
-0.7585 4.0026 0.0025 36.4969 -0.7585
-0.7585 4.0026 0.0000 36.4949 -0.7585
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©(A) = 5120\/10 N = 1024, ¢'(1024) = 1
n ¢
1.0E+00 1.00000027E+00
1.0E-01 1.00000000E+00
1.0E-02 1.00000000E+00
1.0E-03 9.99999999E-01
1.0E-04 1.00000000E+00
1.0E-05 9.99999975E-01
1.0E-06 1.00000034E+00
1.0E-07 9.99998520E-01
1.0E-08 9.99989425E-01
1.0E-09 1.00044417E+00
1.0E-10 1.00044417E+00
1.0E-11 1.00044417E+00
1.0E-12 9.09494702E-01
1.0E-13 0.00000000E+00
1.0E-307 0.00000000E+00
1.0E-308 division por 0.
Tabla 7.3

En la tabla de resultados aparece la columna de ¢(\x) simplemente para ver
que el valor de la funcién ¢ de este ejemplo va disminuyendo.

Conociendo el valor de A = —0.758533053, se puede comprobar la con-
vergencia cuadratica del método de Newton.

k Ak A= Al/ [ A1-A

0 0.000000000

1 -0.575757559  2.31900354

2 -0.745625404 0.84487552

3 -0.758465288  0.67049867

4 -0.758533051 0.65922594

5 -0.758533053 0.65916705

6 -0.758533053 0.65916705 <&
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7.3. METODO DE LA SECANTE

7.3 METODO DE LA SECANTE

Es una aproximacién al método de Newton. También se busca un punto
X donde la primera derivada de ¢ se anule. No utiliza segundas derivadas
¢"(A\k), utiliza inicamente valores de la primera derivada de ¢. La férmula
del método de la secante se puede obtener simplemente reemplazando, en la
férmula (7.6) del método de Newton, ¢”(\;) por una aproximacién

"(Ak) — @' (A1)
"N A SD( k _
©" (Ak) N

Entonces la férmula del método de la secante para “buscar” un minimizador
es:

@' (\k)
et = M T ) — ¢ 0w
Ak — Ak-1
M1’ (M) — A’ (Mk-1)
¢ (M) — @' (M)

(7.7)

Se puede mostrar, [Ham91] o [Atk78], que la convergencia del método de
la secante es de orden (1++/5)/2 ~ 1.618, o sea, la convergencia es bastante
buena, pero no tanto como en el método de Newton. Las desventajas del
método de la secante son:

¢ puede no converger,
e puede converger a un maximizador,

e se requiere verificar que ¢’ (A\g) — @' (Ag-1) # 0,

es necesario calcular primeras derivadas de .

Ejemplo 7.2. Aplicar el método de la secante para minimizar f(x1,x2) =
z} + (z1 + 22)2, a partir de = (—2,3), en la direccién d = (—1,4).
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Ak

0.0000
0.1000
-0.5552
.6990
-0.7538
-0.7584
-0.7585
.7585

~No Ok N, O F
|
o

|
o

@' (Ak)
38.0000
44.8440
.0688
.2265
L1737
.0042
.0000
.0000

O O O O N

Ak+1

.5552
.6990
.7538
. 7584
. 7585
. 7585
. 7585

<

La tnica ventaja del método de la secante con respecto al de Newton es que
no necesita evaluar segundas derivadas. Como en ambos métodos se necesita
el valor de las primeras derivadas, estos dos métodos no son muy utilizados
(salvo casos especificos) para minimizar funciones p(\) = f(z + Ad).

7.4 METODO DE NEWTON CON

DERIVACION NUMERICA

El método de Newton se puede utilizar, utilizando simplemente valores de
la funcién para aproximar numéricamente las dos derivadas:

oAk +1) — (A — 1)

2n

A+l = A

o+ 1) = 20(\) + (A — 1)

Ui

Ui

2

©(Ae + 1) — (A — 1)

Nep1 = Ap— -
k+1 k 290

Mk +1) = 2000) + (0 — 1)

Como este método es casi el método de Newton, entonces cuando se
dan las condiciones adecuadas converge rapidamente. También hereda la

mayoria de la desventajas:

e puede no converger,

e puede converger a un maximo,

e problemas con un denominador nulo o casi nulo,

e se necesita escoger adecuadamente el valor de 7.
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Ejemplo 7.3. Aplicar el método de Newton con derivaciéon numérica para
minimizar f(x1,ze) = ]+ (71 +2)?%, a partir de = (-2, 3), en la direccién
d=(-1,4), con \yg =0, n = 0.1, e = 0.00005.

Nk (M) ek +n) (M)
0.0000 17.0000 21.1381 13.

3
-0.5768 4.6362 5.5683 4
-0.7470 4.0050 4.2365 4.1421
-0.7598 4.0026 4.1852 4
-0.7599 4.0026 4.1850 4

P w NN, O

Es interesante notar que hubo convergencia hacia —0.7599 y no hacia
—0.7585 como en el método de Newton exacto o en el método de la secante.
Si se escoge ¢ = 10710 se hace una iteracién maés, pero de todas maneras
la convergencia se da hacia —0.7599. La razdén es que para este ejemplo
n = 0.1 es demasiado grande y las aproximaciones de las derivadas no son
suficientemente buenas. Con 1 = 0.01 la convergencia (con 4 decimales)
si se da hacia —0.7585. Es bueno recordar que valores de n muy pequenos
pueden dar lugar a numeradores nulos o casi nulos (entonces Agy1 ~ A;) o
a denominadores nulos o casi nulos. <

Ejemplo 7.4. Aplicar el método de Newton con derivaciéon numérica para
minimizar f(z1,22) = 2]+ (21 +2)?, a partir de x = (—2, 3), en la direccién

d = (—1,4), con A\g = 0, n = 0.01, £ = 0.00005.

Ak e(M) oM +1)  p(Ae-n)
0.0000 17.0000 17.3833 16.6233
-0.5758 4.6435 4.7176 4.5737
-0.7456 4.0056 4.0122 4.0027
-0.7585 4.0026 4.0044 4.0044
-0.7585 4.0026 4.0044 4.0044 <&

D w NN R, O

Aqui como en los demads ejemplos, los cdlculos intermedios se hacen en
doble precisién y los resultados tabulados son aproximaciones con un nimero
fijo de cifras decimales. O sea, Ay = —0.7456 no se obtiene con los valores
tabulados de la fila k = 1, sino con los valores internos. Con los valores
tabulados se obtendria —0.7431. <&
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7.5 METODOS DE ENCAJONAMIENTO
(BRACKETING)

Cuando se desea minimizar ¢(\) en [a, b, se le da al intervalo [a, b] el nom-
bre de intervalo de incertidumbre. La mayoria de los métodos van
construyendo intervalos de incertidumbre anidados, [ak11,bk11] C [ak, bx], ¥
de tamano cada vez menor, hasta obtener un intervalo tan pequeno como se
desee. Para que el método sea adecuado se necesitan dos cosas: primero que
el tamano de los intervalos tienda a cero, y segundo, que en cada subintervalo
haya por lo menos un minimizador global. Si la funcién ¢ es cuasiconvexa,
entonces se puede cumplir la segunda condicién mediante la adecuada apli-
cacién del siguiente resultado:

Proposicién 7.2. Sean: ¢* el valor minimo de ¢ en el intervalo A = [a, b],
A* el conjunto de minimizadores (globales), a < o < 1 < b, ' = [a, 7] si
o(o) < (1), N =[0,b] si () > p(T). Sig es cuasiconvexa en \, entonces
A*N A # 0. Dicho de otra forma, el valor minimo de ¢ en el intervalo A’
también es @*.

Si hay un solo minimizador A* en A, entonces necesariamente \* esta en
A’. La proposicién anterior se puede generalizar a m > 2 puntos intermedios.

Proposicién 7.3. Sean: ¢* el valor minimo de ¢ en el intervalo A = [a, b],
A* el conjunto de minimizadores (globales), a = pp < p1 < ... < py <
Pm+t1 = b, pj el mejor punto (menor valor de @) entre i, ..., fm, N =
(-1, pjg1]. Si @ es cuasiconveza en A, entonces A* N A # (.

Los dos métodos siguientes son aplicaciones de las dos proposiciones an-
teriores donde ademas se garantiza que el tamano de los intervalos tiende a
cero. En el método de la seccién dorada se disminuye el niimero de evalua-
ciones de la funcién en cada iteracién.

7.6 BUSQUEDA SECUENCIAL

Este método sirve para minimizar funciones estrictamente cuasiconvexas en
un intervalo [a, b]. Dado un intervalo de incertidumbre [ay, by| se evalia la
funcién en m > 2 puntos intermedios igualmente espaciados 1, (2, .., thm, Se
escoge el mejor punto, o sea, el p; donde la funcién ¢ toma el menor valor,
y asi el nuevo intervalo estara centrado en él.

b, — ag,
m+1’

0 =
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7.6. BUSQUEDA SECUENCIAL

wi = ap+36,j=1,..,m,
pt o= mejor {u1, ..., i},
apy1 = p—9,
bpy1 = pt+0.

El esquema de algoritmo seria el siguiente:

datos: a, b, €, m

l=b—a
mientras [ > ¢
d=1/(m+1)

Mg :a+j7 ] = 17"'7m
p* = mejor{pi1, ..., i }

a=p* =06
b=p*+06
l=b—a

fin-mientras
A* = mejor{a, u*, b}

Ejemplo 7.5. Aplicar el método de busqueda secuencial para minimizar
f(z1,22) = 2f + (71 + 22)%, a partir de * = (—2,3), en la direccién d =

(—1,4), con [a,b] = [-1,0], m =2, ¢ =0.1.

ko a b, 0 p(p1) [2 p(p2) w*
0 -1.000 0.000 -0.667 4.160 -0.333 7.716 -0.667
1 -1.000 -0.333 -0.778 4.009 -0.556 4.798 -0.778
2 -1.000 -0.556 -0.852 4.158 -0.704 4.058 -0.704
3 -0.852 -0.556 -0.753 4.003 -0.654 4.206 -0.753
4 -0.852 -0.654 -0.786 4.016 -0.720 4.030 -0.786
5 -0.852 -0.720 -0.808 4.047 -0.764 4.003 -0.764
6 -0.808 -0.720

A" & 0.764

Ejemplo 7.5

El método de biisqueda secuencial puede ser usado con m = 2 o con
m = 100. Para escoger el valor de m se necesita evaluar el tiempo total que
dura el algoritmo para hallar un intervalo de incertidumbre suficientemente
pequeno. La mayoria del tiempo se gasta en evaluaciones de la funcion
y en comparaciones para hallar p*. El nimero total de evaluaciones es
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igual al nimero de iteraciones multiplicado por el nimero de evaluaciones
de la funcién en cada iteracion. Obviamente con m grande el niimero de
iteraciones es menor, pero el nimero de evaluaciones por iteracién es mayor.
Sea k el nimero de iteraciones.

b, —ap = 7(bk-1 - ak—l)

2
k1 1 .
8 +1 - o8 by — ag
Como log(2/(m + 1)) <0,
lo
ko> % b —a
- log 2
m—+1
bo — ag
log
_ €
| m+1
o}
579
Sea
bo —
Lo = 0 CLO7
€
entonces
Lo
Bo= . (7.8)
log — "~
og 5
num. total evaluaciones = mk,



7.6. BUSQUEDA SECUENCIAL

num. total evaluaciones =

7[;0 = c(m) L(]. (79)

Si la evaluacion de la funcién ¢ es demorada con respecto a las demds
operaciones y comparaciones, se debe escoger el valor de m que minimice
el nimero total de evaluaciones. Si no se tiene en cuenta la parte entera
superior en (7.8), o sea, si se minimiza la aproximacién del nimero total de
evaluaciones (7.9), el valor 6ptimo de m serfa = 3.311. Como obviamente
m debe ser entero se puede aproximar por m = 3. Param =2 o m = 4
el nimero total de evaluaciones no se altera mucho. De todas maneras es
claro, segun la férmula, que para valores grandes de m el nimero total de
evaluaciones también se hace grande.

c(m)
4.93
4.33
4.37
4.55
4.79
5.05

N O Ol W N B

Afinando un poquito se puede observar que cuando m es impar el j; que
queda en el punto medio del intervalo [ag, bg] coincide con el p* del intervalo
anterior, luego en ese caso se hacen m — 1 evaluaciones por iteracion.

¢(m)
4.93
2.89
4.37
3.64
4.79
4.33

N o Uk W B

En ambos casos se ve que el valor m = 3 es la mejor opcién, cuando lo
més costoso es evaluar la funcién. Esto sucede en la mayoria de los casos.
Si no hay seguridad sobre la cuasiconvexidad de la funcién, puede ser mejor
utilizar un valor grande de m, para evitar cambios bruscos no previstos en
un subintervalo y tener asi mas posibilidad de obtener un minimizador
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7.7 SECCION DORADA O AUREA

Este método sirve para minimizar funciones estrictamente cuasiconvexas o
unimodales en un intervalo [a, b]. Dado un intervalo de incertidumbre [ay, by]
se evalta la funcién en dos puntos intermedios oy, 7, y de manera analoga
a la busqueda secuencial, el nuevo intervalo estara dado por los vecinos del
mejor punto. Hay dos diferencias importantes: la primera consiste en que
los puntos no estan igualmente espaciados, y la segunda, la mas importante,
los puntos oy, 7x se escogen de tal manera que se haga una sola evaluacion
de la funcién por iteracién.

En la deduccién del método se hacen suposiciones muy razonables:

ak<ak<7'k<bk,
o —ap = by — 1, (simetria).

Es necesario definir que tan cerca o que tan lejos estdn los puntos inter-
medios de los extremos.

1
or = ag+ alby—ag), con 0<04<§,

T = br—a(by —ay),
= ap+ (1= a)(br — ak).

Para deducir el valor de « se puede suponer que

p(or) < o),

entonces el nuevo intervalo es

[ak+1, bk+1] = [@k,Tk]

En este nuevo intervalo estd oy y se busca que uno de los puntos o1,
Tg+1 coincida con oy, asi basta con evaluar la funcién una sola vez por
iteracién, en el punto que no coincidié. En resumen hay dos posibilidades:
Ok+1 = Ok, O bien Tk+1 = Ok-

Si ok41 = 0%

ap+1 + Oé(bk+1 — ak+1) = ar+ Oé(bk — ak)

144



7.7. SECCION DORADA O AUREA

ar + a(Tk — ak) = ag+ a(bk — ak)
ap + Oé(l — Oé)(bk — ak) = ar+ a(bk — ak),
entonces
a(l—a) =
a = 0 wvalor inadecuado.
Si Tgt1 = 0%
ag1+ (1= a)(bey1 —agp1) = ap + a(by — ag)
a + (1 — Oé)(’l’k — ak) = ap + Oé(bk — ak)
ap+ (1 —a)(1—a)(by —ar) = ap+ a(by —ay),
entonces
1-a)? = «
3 +2\/5 valor inadecuado
(87 g
3—+5
2f ~ 0.381966011. +/

De manera anéloga, si

plor) > (1),

el nuevo intervalo es

[ak+1,0641] = [0k, bil,
Ok+1 = Tk
El esquema del algoritmo seria el siguiente:
Ejemplo 7.6. Aplicar el método de la seccién durea para minimizar la
funcion f(z1,72) = 2] + (z1 + 22)?, a partir de x = (—2,3), en la direccién

d=(—1,4), con [a,b] = [-1,0], e = 0.1.
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datos: a, b, ¢
l=b—a, 6d=al
c=a+46, T=b—-190
fs = (o), ft=(7)
mientras [ > ¢
Il=1-a)l, 6=al
si fs < ft ent
b=71, T=0, c=a+9¢
ft =fs, fs = p(0)
fin-ent
sino
a=o0, c=7, T=b—90
fs =ft, ft = (1)
fin-sino
fin-mientras
A* = mejor{a, o, 7,b}

ko ay b o plox) ™ ()
0 -1.000 0.000 -0.618 4.377 -0.382 6.875
1 -1.000 -0.382 -0.764 4.003 -0.618 4.377
2 -1.000 -0.618 -0.854 4.165 -0.764 4.003
3 -0.854 -0.618 -0.764 4.003 -0.708 4.049
4 -0.854 -0.708 -0.798 4.031 -0.764 4.003
5 -0.798 -0.708 -0.764 4.003 -0.743 4.073

El nimero total de evaluaciones de la funcién en el método de la seccion
dorada se calcula de manera semejante al método de busqueda secuencial.

b —ax = (1 — a)(bg1 — ak1)
= (1 — a)k(bo — ao).

Como se desea que b, — ai < ¢, entonces

3

1-a)< -
(1-a) ~ by —ap

Tomando logaritmo en ambos lados de la desigualdad
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klog(l — ) < log

bo — ap’
1
o8 by — ag
log(1 — «)
bo — ap
log

Lo
k> =
— —log(l—a) —log(l—a)’
k = [2.0781Lo],

num. total evaluaciones ~ 2.0871 Ly.

7.8 MINIMIZACION POR INTERPOLACION
CUADRATICA

Para hallar A\* minimizador de ¢ en R se puede construir una parabola
que pase por tres puntos conocidos y aproximar \* por el punto donde se
anula la derivada de la parabola. Obviamente si la pardbola es estrictamente
convexa (hacia arriba) el punto donde se anula la derivada es exactamente
el minimizador de la pardbola.

Partiendo de un A\ (generalmente \g = 0), se obtienen tres puntos ti,
to, t3, se construye la pardbola p(t) que pase por (t1,¢(t1)), (t2,¢(t2)),
(ts, ¢(t3)) y se aproxima A\* por ¢’ donde se anula p/(t). Si ¢ es estrictamente
convexa, entonces p es estrictamente convexa. Pero puede suceder que ¢ no
sea estrictamente convexa y que p si lo sea. En el peor de los casos, en
que p no es estrictamente convexa, tratar de minimizar por interpolacion
cuadratica, puede traer, sin embargo, un resultado aceptable si por lo menos
uno de los puntos t1, t2,t3,t es mejor que \g.

Si se necesita bastante precision, aun a costa de gastar mucho maés
tiempo, se puede aplicar varias veces la interpolacion cuadratica de la sigu-
iente manera: partiendo de Ao obtener t1, to, t3, ' y el mejor de estos cuatro
puntos serd \i; partiendo de \; obtener otros tq, ts, t3, t' y el mejor de estos
cuatro puntos serd Ao y asi sucesivamente.

Cuando ¢ es cuadratica, entonces p(t) y ¢(t) coinciden. Si ademds ¢ es
estrictamente convexa, el minimizador de p es exactamente \*.
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7.8.1 Interpolacién cuadratica
Sea ¢ una funcién de variable y valor real. Sean: ti,to,t3 tres valores
diferentes, y 1, 2, 3 los valores de ¢ en estos tres puntos. O sea,

Qi = (p(ti), 1= 1, 2,3

El polinomio de grado no superior a dos (muy posiblemente una para-
bola) que pasa por los puntos (¢;, ;) es el siguiente:

_ (t —t2)(t —t3) (t —t1)(t —t3) (t —t)(t —t2)
i) = @ (1 —ta) (b1 —t3) 2 (t2 —t1)(b2 —t3) " (ts — t1)(t3 — t)
= % [ (p1(ts — t2) — palts — t1) + p3(ta — t1))
+t(—p1(t3 — t3) + pa(t3 — 17) — @s3(t3 — 1))
+p1(ts — ta)tsty — a(ts — t1)tsts + @3(t2 — t1)tata],
- L [at? + bt + ]
d
donde

= (ta—t1)(ts — t1)(ts — ta),

©1(tz — t2) — pa(ts — t1) + @3(ta — t1),

_ 2,2 2,2 2,2

= —1(t3 —t3) + p2(t3 — 1) — @3ty — t1),

= @1(t3 — ta)taty — @a(ts — t1)tats + p3(ta — t1)taty-

o o o
I

Ademsds de necesitar que los tres valores 1, to, t3 sean diferentes se puede
suponer que estan ordenados, es decir: t1 < to < t3. En este caso to se puede
expresar como combinacion convexa estricta de t1, ¢3:

tgz(lfl/)tleVtg, O<rv<l.

Para saber si p(t) es una parabola estrictamente convexa (tiene minimo),
una pardbola degenerada (una recta) o una parébola estrictamente céncava,
basta con estudiar el signo de a, numerador del coeficiente de 2, ya que
d > 0.

a = @i(ts —t)(1 —v) —palts —t1) + @3(ts — t1)v
= (ts—t1)(p1(1 = v) — o2 + p3v).
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Es claro que:

a > 0 si w2 < (1 —=v)p1 +rves,
a = 0 si w2 =(1—-v)p1+veps,
a < 0 si 02> (1 —v)p1 +ves .

Estos resultados se interpretan geométricamente de la siguiente forma:
p(t) es una pardbola esctrictamente convexa si el punto (t2,p2) queda por
debajo del segmento de recta que une los puntos (t1, 1), (t3,p3) y es una
recta si el punto (t2, ¢2) queda en ese segmento de recta. Un caso particular
de parabola estrictamente convexa se tiene cuando s < 1, 3. Sity > to >
ts y w2 < @1, 3 también se obtiene una pardbola estrictamente convexa.

7.8.2 Calculo del minimizador de la parabola.

Para el caso de una parabola estrictamente convexa, su minimizador ¢’ = ty
estd dado por —b/2a, o sea,

1 523001 + 831902 + 51203
2 to301 + t3102 + tiogps

tr =

: (7.10)

donde

tij = ti—tj,

_ 2 2
Sz'j = ti—tj.

Conocidos los valores t;, ¢;, para el calculo de t;; es necesario efectuar 10
sumas o restas, 10 multiplicaciones y 1 divisién.

Otra expresion equivalente, pero con un nimero mas pequeno de opera-
ciones (7 sumas o restas, 5 multiplicaciones y 1 divisién) es la siguiente:

ty —t1)% (2 — @3) — (t2 — t3)% (2 —
=ty (t2 —t1)"(p2 — 3) — (t2 — t3)"(p2 — 1) (7.11)
2[(t2 — t1)(p2 — w3) — (t2 — t3) (P2 — 1)
Para el caso particular de puntos igualmente espaciados: to = t; + 7,
t3 =12+,

* Ui Y3 — Y1
PR R & ek 4 (7.12)

2 o1 — 202+ 3
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Obsérvese que la formula anterior es la misma del método de Newton
con aproximacién numérica de las derivadas. Otro caso particular se tiene
cuando: to =t1 + 1, t3 = to + 21,

n 41 — 392 — 3

=1ty — — . 7.13
P 201 + 302 — 3 (7.13)

7.9 METODO DE LOS TRES PUNTOS PARA
A€eR

La idea de este método de minimizacién, sobre toda la recta real, es muy
sencilla. Se trata de encontrar, a partir de Ak, tres valores adecuados %1, to,
t3 que permitan obtener el minimizador ¢}, de la pardbola que pasa por los
tres puntos y escoger enseguida como ;1 el mejor de los cuatro valores ¢y,
ta, t3, t),. Se espera asi construir a partir de A\¢ una sucesion A, Ag, ... tal
que A — A*.

Los tres valores ti, to, t3 son adecuados si por lo menos uno de el-
los es mejor que \; (para algin i ¢; = ¢(t;)) < ¢(M\g)) v si ademds la
parabola de interpolacién es estrictamente convexa. Esto se logra, por ejem-
plo, si w2 < ¢1,93,0(\). Asity queda en el intevalo ]t1,t3[ y el mejor de
los cuatro puntos es simplemente el mejor entre to,t;. Esto garantiza que
©(Akt1) < @(Ag). Obviamente si dos valores t; son mejores que A, entonces
posiblemente A iserd mucho mejor.

El primer paso consiste simplemente en encontrar un punto to mejor que
Ak. Se puede empezar con \; + 7). Si éste no es mejor se averigua si A\g-7 es
mejor. Si ninguno de los dos es mejor entonces se reduce el tamano de 7. El
proceso continta hasta encontrar un punto mejor que A, o bien hasta que
71 sea casi nulo, lo que indica que A\, es posiblemente un minimizador local.

datos: \g, &, o, 0 <e < |nol, €]0,1]
exito=0, n="mnp
mientras exito=0 y || >¢

si (A + 1) < p(Ag) ent exito =1

sino
n=-n
si (A +1n) < @(\;) ent exito=1
sino n = —an

fin-sino

fin-mientras
si exito=1 ent t; =X;, to=A+17
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El valor de « puede ser simplemente « = 1/2. El valor de 7y utilizado
como dato para la busqueda de un punto mejor que A puede ser constante
o puede estar relacionado con el cambio en A, por ejemplo (A — A1), con
v = 1/2 o cualquier otro valor mayor que cero. Para que cumpla con la
condicién e < |no| se puede utilizar 19y = dom{~y(Ag-Ap1), 2¢}.

Después de haber encontrado un punto mejor que A, se trata de buscar
puntos cada vez mejores hasta encontrar un punto peor que el mejor punto
obtenido. Si A\x + 7 es mejor que Ag se averigua si Ax + 27 es ain mejor y
después se estudia A; + 47 y asi sucesivamente hasta encontrar uno peor.
Esto se puede lograr mediante el siguiente algoritmo.

datos: t1, to, R suficientemente grande

n=1t2—1

B8 =2 o cualquier valor mayor que 1

exito =10

mientras exito=0y |t + 7| <R
n=pn

si gO(tQ + 7]) < (p(tg) ent t1 =1tg, ta=t2+1n
sino t3 =to+1n, exito=1
fin-mientras

Al final de este algoritmo, si exito=1 hay tres puntos adecuados t1, to, t3,
y a continuacion es necesario calcular ¢, minimizador de la pardbola y es-
coger el mejor entre 2 y t;. Por otro lado, exito=0 indica que no fue posible
encontrar los tres puntos y que, para los valores utilizados para la variable
independiente t, posiblemente la funcién no esta acotada inferiormente y no
tiene minimizador.

Ejemplo 7.7. Aplicar el método de los tres puntos para minimizar f(x1,z2)
=z} + (21 + 12)?%, a partir de z = (—2,3), en la direccién d = (—1,4), con
Ao = 0.
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k Ak t mejor
©(Ak) o(t)
0O 0.0000 -0.1000
17.0000 13.5221
1 -0.8062 -0.7558
4.0434 4.0027
2 -0.7592 -0.7584
4.0026 4.0026
3 -0.7585
4.0026

7.10 METODO DE LOS TRES PUNTOS PARA

A>0

Se trata simplemente de adaptar el método anterior de tal forma que siempre
Ak > 0. Se desea entonces encontrar, a partir de A\, tres valores t1, t9, t3,
no negativos, tales que ¢y es el punto intermedio, y es mejor que los otros

dos.

El primer paso consiste simplemente en encontrar un punto t3 > 0 mejor
que A. Esta bisqueda se puede esquematizar asi:

o(t1)

.3000
.3621
.8062
.0434
. 7592
.0026

¢(ta)

.7000
.0661
. 7558
.0027
. 7584
.0026

datos: \g, €, mo, 0 <e < ||, =€]0,1]

exito=0, n=

1o

mientras exito=0 y |n| >¢

side+1n2>20 5y oA +n) <p(Ar) ent exito=1

sino
n=-n

o(t3)

.5000
.3125
.6550
.2038
.7570
.0026

.8062
.0434
.7592
.0026
. 7585
.0026

<&

siAk+n>0 y A +n) <e(A) ent exito=1
sino 7= —an

fin-sino
fin-mientras

si exito=1 ent t; = )\,

Al final del algoritmo anterior, si exito = 0, entonces posiblemte \j es

un minimizador.

tQZ)\k+77
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Después de haber encontrado un punto, no negativo, mejor que A, se
trata de buscar puntos, no negativos, cada vez mejores hasta encontrar un
punto peor que el mejor punto obtenido.

datos: :t1 >0, to >0, € >0, R suf. grande
n = dom{te-t1,2¢c}
8 =2 o cualquier valor mayor que 1

exito =0
mientras exito=0 y [ta+n <R y [n]>e¢,
n=pn

si ta+n>0 ent
si (p(tz + 77) < gD(tg) ent t1 =ta, toa=t2+1n
sino t3 =ty + 17, exito=1
fin-ent
sino 7 = 1/5°
fin-mientras
si exito=1 ent t;=..., Agy1 = mejor{t;, ta}
sino
si [n| > ¢ ent posiblemente no hay minimizador
sino Ay =to
fin-sino

Ejemplo 7.8. Aplicar el método de los tres puntos para minimizar f(x1, x2)
= 2] + (21 + 12)?%, a partir de z = (—2,3), en la direccién d = (1, —4), con
A>0, 2 =0.

k >\k t mejor t1 to tg t;
(k) o(t) p(t1)  e(ta)  e(ts)  e(ty)

0O 0.0000 0.1000 0.3000 0.7000 1.5000 0.8062
17.0000 13.5221 8.3621 4.0661 12.3125 4.0434
1 0.8062 0.7255 0.8062 0.7255 0.5643 0.7592
4.0434 4.0226 4.0434 4.0226 4.7287 4.0026
2 0.7592 0.7585 0.7591 0.7585 0.7574 0.7585
4.0026 4.0026 4.0026 4.0026 4.0026 4.0026
3 0.7585
4.0026 <&

Ejemplo 7.9. Aplicar el método de los tres puntos para minimizar f(x1,z2)
= 2] + (21 + 12)?%, a partir de z = (—2,3), en la direccién d = (—1,4), con

A>0, A\ =0.
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A =0.0000. <

7.11 INTERPOLACION CUADRATICA EN UN
INTERVALO [a, 3]

Dada ¢ una funcién estrictamente cuasiconvexa, se desea hallar A\* mini-
mizador de ¢ en un intervalo [a, b]. Se trata de combinar adecuadamente la
interpolacion cuadratica con el método de biisqueda secuencial con 5 puntos
intermedios no equidistantes. Los puntos se escogen para favorecer la ten-
dencia que muestre la funcién, pero también asegurando que el tamano del
intervalo decrece de manera adecuada.

to titats |t ts ts
1 L] 1 I | ] ]
| x x |
ay HE Mg by,
Figura 7.1

En la iteracién k, dado el intervalo [ag,bg], se calcula el punto medio
my. Si este punto es mejor que ar y b, entonces pg, el minimizador de
la pardbola, queda en el interior del intervalo. Sea pj el mejor entre pg y
my. Si pp < my se hace to = g, alrededor de o se escogen 2 puntos muy
cercanos, t| =ty —¢e/2, t3 =ta+e/2y, ademds, se escogen ty, t5 igualmente
espaciados entre t3 y bg. Ver Figura 7.1 .

Si pr > my se hace t4 = ug, alrededor de t4 se escogen 2 puntos muy
cercanos, t3 =ty —e/2, ts =ts+¢/2y, ademds, se escogen t1, to igualmente
espaciados entre ay y t3. Ver Figura 7.2 .

Los extremos ay, by corresponden a tg, tg. Como en la bisqueda secuen-
cial, se escoge t; el mejor de los cinco puntos interiores y el nuevo intervalo
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-1
to t ta | tatats te
I ] | y L1 | ]
[ I [ |
a mg b
Figura 7.2

serd [t;i—1,ti+1]. Con buena suerte el mejor punto es py y asi el nuevo in-
tervalo tiene longitud €. En el peor de los casos, por ejemplo, pj estd muy
cerca de ay, t; =t5 y bgy1 — apy1 = teg — ta = 2(bp — t3)/3 < 2(bx — ag)/3.

Si my no es mejor que los extremos y si ai es mejor que by, se supone
cierta tendencia de que el minimizador esté cerca de ai. Se escogen dos
puntos muy cercanos a ay: t1 = ag + /2, to = ap, + €. Los puntos t3, t4 y
ts5 son puntos igualmente espaciados de [ak, by]. Con buena suerte el mejor
punto es t; y asi el nuevo intervalo tiene longitud €. En el peor de los casos
bit+1 — ak+1 = (bx — ag)/2. Ver Figura 7.3 .

De manera andloga, si mg no es mejor que los extremos y si b; es mejor
que aj, se supone cierta tendencia de que el minimizador esté cerca de by.
Se escogen dos puntos muy cercanos a by: t5 = by — /2, t4 = by, —e. Los
puntos ¢, ta y t3 son puntos igualmente espaciados de [ag, bx]. Con buena
suerte el mejor punto es t5 y asi el nuevo intervalo tiene longitud . En el
peor de los casos bgi1 — ag+1 = (by — ax)/2. Ver Figura 7.4 .

Ver esquema general del algoritmo al final del capitulo.

Ejemplo 7.10. Sean: f(z1,72) = 10(2z1 + 22)* + (21 — 22)?%, = = (1,2),
d = (0,—2). Hallar el minimizador de p(\) = f(x + A\d), A € [0,2], con
e = 0.01.

Ver tabla de resultados al final del capitulo.

Ejemplo 7.11. Sean: f(z1,72) = 10(2z1 + 22)* + (21 — 22)?%, = = (1,2),
d = (0,—2). Hallar el minimizador de p(\) = f(xz + A\d), A € [0,1.5], con
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tot1to t3 2 ts tg

[ 1 I 1 |
[

ay my, by,

Figura 7.3

e =0.01.

Ver tabla de resultados al final del capitulo.

7.12 MINIMIZACION IMPRECISA

El tiempo necesario para buscar el minimizador exacto de ¢(\) no es des-
preciable. Si adema&s hay que efectuar este proceso muchas veces, el tiempo
total de las minimizaciones en una variable representa una parte importante
del tiempo total. Algunos métodos de minimizacién en varias variables con-
servan la convergencia si en cada minimizacién en una variable se halla
simplemente un punto mejor (con ciertas condiciones) que el anterior. Esto
es lo que se denomina minimizacién o bisqueda imprecisa (o inexacta).

Hay varios criterios para decidir cuando se tiene un A que aproxima
adecuadamente el minimizador o cuando se ha obtenido una disminucion
suficiente en el valor de ¢.

7.12.1 Criterio del porcentaje

Sean: A* el minimizador de ¢ en A, 0 < ¢ < 1 (por ejemplo ¢ = 0.10). Se
desea encontrar un A tal que

A — X < e\
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to ty to t3 tatstes

a my, by,

Figura 7.4

Obviamente se requiere conocer un valor aproximado o una cota de A*.
Esto sucede, por ejemplo, cuando se minimiza en un intervalo [0, Apax]-

7.12.2 Regla de Armijo

El objetivo de esta regla es encontrar un A que no sea ni demasiado pequeno
ni demasiado grande. Sean: 0 < 8 < 1, a > 1 (por ejemplo 8 = 0.2,
a = 2). Sea d una direccién tal que d* f’(z) < 0 (entonces d es una direccién
de descenso). Sea ¢ la aproximacién de orden 1 de ¢ alrededor de 0. Sea

©\) = o1\ +X2"(t)/2 , tentre0y A,
p1(N) = »(0) +¢(0)A
p1(A) = ©(0) +d"f'(x).

1 es una recta que pasa por el punto (0,(0)) con pendiente negativa
¢'(0) y es tangente a . Sea ¢ un recta que pasa por el mismo punto
(0,¢(0)), pero con una pendiente menor (menos negativa).

G(A) = (0)+ B (0)N

Obviamente si A es positivo y muy pequefio p()\) < ¢(0). Supéngase que
a = 2. Para evitar que A sea muy pequeno se le exige que sea por lo menos
igual a la mitad del A > 0 tal que ¢(A) = @(A), o sea,
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w(aX) > o(al).

Por otro lado se considera adecuado el valor de X si

Figura 7.5

Con frecuencia, mas no siempre, después de hacer una iteracién del
método de los tres puntos el valor A obtenido cumple la regla de Armijo
(y otras reglas de minimizacién imprecisa). Otra manera de encontrar
un A que cumpla esta regla es la siguiente: Empezar con un A9 > 0 tal
que ¢(Ag) < $(Ag) (generalmente cualquier valor positivo “pequeno” sirve),
e irlo multiplicando por a hasta que ¢(Ma®) > @(Agak), entonces A\ =
Mo ~1. Esto quiere decir que se empieza con un valor de A mejor que A = 0
(pero no demasiado grande), luego se incrementa varias veces el valor de A
hasta obtener un valor de A muy grande y que no sirve, pero el penultimo
valor si sirve.
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datos: 0 < <1, a>1, R grande, vy = ¢(0), ¢, = ¢'(0),
Ao >0 tal que p(Ag) < $(No)

exito =0, A=)y, ¢= By}

mientras exito=0 y A< R

A= a\

si. o(\)>@o+ch  ent
A=\ a
exito=1

fin-ent

fin-mientras

Si al final de este proceso exito = 1, entonces se ha obtenido un \
adecuado. En caso contrario, el valor de A aumenté mucho, lo que indica
que posiblemente ¢ no tiene minimizador.

Aunque el algoritmo funciona empezando con cualquier \g > 0 tal que
©(Ao) < ¢(No), es aconsejable buscar que este Ag no sea demasiado pequeno,
para evitar asi tener que aumentarlo muchas veces hasta llegar al tamano
adecuado.

El proceso completo para obtener un punto que cumpla la regla de
Armijo tiene en realidad tres pasos:

e dado A > 0, encontrar \;, > 0 y mejor que 0,
e dado Aj > 0 y mejor que 0 , encontrar A\g > 0 tal que ¢(Ag) < ¢(Mo),

e dado \g > 0 tal que ¢(\g) < ¢(\g) encontrar A que cumpla regla de
Armijo.

El valor obtenido en una iteracién del método de los tres puntos puede
ser utilizado como Aj,. Se puede escoger como Aj el valor A\j; (valor de A
en la iteracién anterior), sin importar que corresponda a otro punto z*! y
a otra direccién d*!.

Si Aj no es mejor que 0, entonces se disminuye, por ejemplo multiplicando
por 0.5, y asi sucesivamente hasta obtener un punto mejor que 0. Como se
supone que ¢'(0) < 0, entonces este proceso de buscar un A mejor que 0
unicamente tiene dos salidas: o se encuentra un A mejor que 0, o, menos
corriente, se obtiene un A positivo, pero demasiado pequeno para la precisién
usada lo que indica que aunque ¢'(0) < 0 se puede considerar que 0 es casi
un minimizador.

Si Ay no cumple con la condicién p(A;) < ¢(A)), entonces se divide una
o varias veces por « hasta obtener el cumplimiento de la condicién.
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Ejemplo 7.12. Sean: f(z1,x2) = o+ (z1 +22)%, x = (=2,3),d = (1, —4).
Hallar un A > 0 adecuado que “minimice” p()\) = f(z + Ad) utilizando la
regla de Armijo con § =0.2, a = 2.

En este caso ¢(0) = 17, ¢'(0) = —38. Para A = 0.1 se tiene que p(\) =
13.5221 y ¢(A) = 17+ (0.1)(0.2)(—38) = 16.24, luego 0.1 es un valor inicial
aceptable. Para obtener un valor que no sea demasiado pequeno

A ey e

0.0000 17.0000 17.0000
0.1000 13.5221 < 16.2400
0.2000 10.6576 < 15.4800
0.4000 6.5936 < 13.9600
0.8000 4.0336 < 10.9200
1.6000 14.4656 > 4.8400

Entonces el valor A = 0.8 sirve.

En este ejemplo, ¢(1.2329) = 7.6292, $(1.2329) = 7.6300, luego cualquier]
valor de A en el intervalo [0.6165,1.2329] sirve.

Si se hubiera utilizado el método de los tres puntos empezando con ¢t =
0.1, mejor que A = 0, entonces

A (N

0.0000 17.0000
0.1000 13.5221
0.3000 8.3621
0.7000 4.0661
1.5000 12.3125

ty = 0.8062, p(ty) = 4.0434,
A = mejor{0.7, ¢} = 0.8062.

©(2(0.8062)) = 14.7467 > H(2(0.8062)) = 4.7458,
©(0.8062) = 4.0435 < H(0.8062) = 10.8729.

Luego A = 0.8062 cumple la regla de Armijo.

160



7.12. MINIMIZACION IMPRECISA

Si se hubiera empezado con \{j = 5, valor para el cual ¢(5) = 277, hubiera
sido necesario multiplicar varias veces por 0.5 hasta obtener A, = 1.25,
©(1.25) = 7.8789. Como ¢(1.25) = 7.5, entonces es necesario dividir por 2
hasta obtener Ay = 0.625 que también cumple la regla de Armijo. <

7.12.3 Regla de Goldstein

El objetivo de esta regla también es encontrar un A que no sea ni demasiado
pequeno ni demasiado grande. Sea 0 < & < 1/2 (por ejemplo € = 0.2). Se
debe cumplir una de las condiciones de Armijo

P(A) < 9(0) +e¢'(0)A = &(N).

Se considera que A no es muy pequeno si

P(A) > ¢(0) + (1 = e)¢'(0)A = 3(N).
Las tres rectas ¢, ¢, o1, pasan por el punto (0,¢(0)), las tres tienen
pendiente negativa, ¢ es la menos inclinada y ¢; la méas inclinada.

Figura 7.6

Una manera de obtener un A que cumpla la regla de Goldstein es la
siguiente:

e empezar con un valor positivo pequeno,
e incrementarlo hasta que cumpla la primera condicién,
¢ si cumple la segunda condicién se tiene un valor adecuado,

e si no la cumple, disminuir lentamente su valor hasta que cumpla la
segunda condicién.
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Ejemplo 7.13. Sean: f(x1,22) = i+ (v +22)%, 7 = (=2,3), d = (1, —-4).
Hallar un A > 0 adecuado que “minimice” p(A) = f(z + Ad) utilizando la
regla de Goldstein con € = 0.2.

Recuérdese que ¢(0) = 17, ¢'(0) = —38.

0.1000 13.5221 13.9600
0.2000 10.6576 10.9200
0.4000 6.5936 4.8400

0.4000 6.5936 13.9600

Entonces el valor A = 0.4 sirve.

Si se hubiera utilizado otra manera de incrementar A, el valor de A que
cumple la primera condicién puede no cumplir la segunda. Entonces es nece-
sario que el ritmo de disminucién sea més lento que el ritmo de incremento.

0.0200 16.2531 13.3920
0.2000 10.6576 10.9200
2.0000 25.0000 -43.8000

2.0000 25.0000 1.8000
1.0000 5.0000 9.4000

Entonces el valor A = 1.0 sirve.
Para este ejemplo

0(0.2444) = 95707, $(0.2444) = 9.5702,
0(1.2329) = 7.6292, $(1.2329) = 7.6300.

Entonces los valores de A en el intervalo [0.2444, 1.2329] cumplen la regla de
Goldstein. <&

7.13 MINIMIZACION DE UNA FUNCION
CUADRATICA

Sea ¢ una funcién cuadratica no degenerada (no es una recta). Dados tres
puntos diferentes t1, to, t3 cualquier féormula de interpolacién cuadratica
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se puede aplicar (el denominador no es nulo) y da un punto critico. Si
¢ es convexa (en este caso estrictamente convexa) el punto critico es un
minimizador.

Si f es una funcién cuadratica se puede expresar de dos formas, la
primera es

n n—1 n n
f(z) = Z iy + Z Z Bijriz; + Z Ci%i + K.
=1 i=1

i=1 j=i+1

Como el valor de s no altera en nada el minimizador, se puede suponer que

k=0.

n n—1 n n
f(z) = Z Oéul'? + Z Z ﬁ@'jl‘il‘j + Z Cix;.
=1 i=1

i=1 j=i+1

La otra forma es una expresion matricial

1
f(z) ==z2"Hz + "=,

2
donde H es una matriz n X n simétrica y ¢ es un vector columna de n
componentes. Obviamente ¢ =[c; ¢z ... ¢,)"y
hiz‘ = 2041'1'7 1= 1, ., n,

hij = hji=Bij, 1#].

Las expresiones del gradiente y de la matriz hessiana (constante) son:

f'(r) = Hz+c,
f"(z) = H.

Dejando fijos un punto z y una direccién d # 0, la funcién @()\) es
cuadrética, pero, dependiendo de d, puede ser estrictamente convexa (una
pardbola hacia arriba), o una recta, o estrictamente céncava. Si H es
semidefinida positiva, ¢ puede ser estrictamente convexa o puede ser una
recta. Si H es definida positiva, entonces ¢ siempre es estrictamente con-
vexa.

o)) = %(m + ) H(z 4+ Ad) + ¢ (2 + Ad)
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)\2
= ?dTHd + A" (Hz + ¢) + f(x).

Para obtener un punto critico X,

d"(Hx+c)  d"f'(x)
d*Hd ~  d"Hd’
Este punto critico A’ es el minimizador si d"Hd > 0. Si H es definida
positiva el punto critico siempre es el minimizador. Si d* f’(z) < 0 (entonces
d es direccién de descenso), el minimizador es positivo.

N =— si d"Hd # 0.

Ejemplo 7.14. Minimizar f(z + Ad), donde f(z1,72) = 22% + (1 + 22)?,
z=(4,3),d=(-2,-1).

30
P 2 _1}[14} L
__21 6 21 -21 34 7
2]y 5[5
EJERCICIOS

En los ejercicios 7.1 a 7.11 estudie el problema propuesto, averigiie cuales
métodos puede usar, use algunos de ellos, verifique si el valor obtenido
cumple algunos criterios (regla de Armijo, Goldstein, ...), utilice valores
iniciales diferentes.

7.1. Minimizar f(Z + Ad), con A\ € R, donde f(x1,22) = 23 — 221 + 23 +
2x9 + 10, 7 = (—3,4), d = (1, -2).

)
4)
7.2. Minimizar f(Z + A\d), con A\ € R, donde f(x1,22) = a1 — 221 + 23 +
225 + 10, 7 = (—3,4), d = (1, —2).
)

, con A € [0,00], donde f(x1,79) = 23 — 221 +

7.3. Minimizar f(z + \d
:( 374)a (17_2)‘

x3 + 229+ 10, T

7.4. Minimizar f(Z + Ad), con X € [0, 6], donde f(x1,79) = 2% — 221 + 23 +
2wy +10, 7 = (=3,4), d = (1,-2).

7.5. Minimizar f(z+ Ad), con A € [0,2], donde f(z1,72) = 22 — 221 + 23 +
21y +10, 7 = (=3,4), d = (1,-2).
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7.13. MINIMIZACION DE UNA FUNCION CUADRATICA

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

Minimizar f(Z + Ad), con A € R, donde f(x1,z2) = 2?2 — 21 + 23 +
29 + 10, 7 = (—3,4), d = (—1,2).

Minimizar f(z + Ad), con A € [0,00], donde f(z1,z2) = 23 — 221 +
23+ 279+ 10, 7 = (=3,4), d = (—1,2).

Minimizar f(Z + Ad), con A € R, donde f(x1,72) = 23 — 211 + 23 +
29 + 10, 7 = (—3,4), d = (-1, 2).

-

Minimizar f(Z + Ad), con X € [0,00], donde f(z1,72) = 23 — 221 +
234229+ 10, 7 = (-3,4), d = (—1,2).
Minimizar f(z + Ad), con A € [0,10], donde f(z1,z2) = 23 — 221 +
23+ 229 + 10, 7 = (=3,4), d = (—1,2).

Minimizar f(Z+Ad), con A € [0,20], donde f(z1,72) = 21 sen (x1)+z3,
=(3,4),d = (2,-1).
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CAPITULO 7. MINIMIZACION EN UNA VARIABLE

ALGORITMO DE LOS TRES PUNTOS PARA ) € [a, D]

datos: a, b, ¢
l=b—a
mientras [ > ¢
m = (b+a)/2, to = a, te =b
si p(m) < ¢(a),p(b) ent
p = minimiz. parabola: (a,¢(a)),(m,p(m)), (b, (b))
= mejor{m,p}, § =min{e/2, 1/8}
si y<m ent
to=p, ty =to—9, tg3=ta+9
ty = (2t3+b)/3, t5 = (t3+2b)/3
fin-ent
sino
ty = W, t3=14—90, ts5=t4+9
t1 = (2a+t3)/3, to = (a+2t3)/3
fin-sino
fin-ent
sino
d = min{e/2, 1/12}
si p(a) < p(b) ent
ti=a+9, to=a+26
t3:a+l/4, ty = m, t5:b—l/4
fin-ent
sino
t :a+l/4, to = m, t3:b—l/4
ty=0—-20, ts=b—20
fin-sino
fin-sino
t; = mejor{tl, ...,t5}, a = ti—l; b= ti—i—ly l=b—a
fin-mientras
A* = mejor{a, t;, b}
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7.13. MINIMIZACION DE UNA FUNCION CUADRATICA

.0000
.0000
.5000
.0000
.TAT5
.8754
.T4T5
.8754
. 7488
.8751

p(ak)

2561.

14.

14.

.0000

0000

.4900

7447

.4983

1207

.0000
.0000
.9950
.9401
.8333
.2346
L7575
.8785
.7513
.8751

O, O, Nk, 00k, ON

©(br)

1.5000
14.0000
1.5000
14.0000
1.5000
14.0000

1.0000
161.0000
1.7475
6.8754
1.7904
6.9694
1.7525
6.8753

p(m)

0.7500
390.8750
1.4950
14.3661

167

1.8156
7.1085

1.7500
6.8750

jz 1 to t3 ty

e(p) o(t1) p(t2) o(ts)  p(ta)

0.5000  1.0000 1.5000 1.9900 1

810.0000 161.0000 14.0000 8.8804 8

1.7475 1.7425  1.7475 1.7525 1.8333 1

6.8754  6.8787  6.8754 6.8753 7.2346 8

1.7525  1.7575 1.7690 1.7904 1

6.8753  6.8785 6.8969 6.9694 7

1.7500 1.7488  1.7500 1.7513 1.7533 1

6.8750  6.8751  6.8750 6.8751 6.8757 6
N & 1.7500
Ejemplo 7.10

o) t1 to t3 2} 4

o) ¢(u) e(t1) o(t2) ©(t3) ©(ts) o7

0.3750  0.7500 1.1250  1.4900 1.

1115.7266 390.8750 95.3516 14.7447 14.3

1.4925 1.4950  1.4975 1.4983 1.¢

14.5539 14.3661 14.1815 14.1207 14.C

A" = 1.7500

Ejemplo 7.11
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Capitulo 8

METODOS DE
MINIMIZACION EN
VARIAS VARIABLES SIN
RESTRICCIONES

Sea f : R®™ — R. Los métodos de este capitulo se utilizan para hallar f*
valor minimo de f, y «* minimizador de f cuando x varfa en R™. Bajo
ciertas condiciones de la funcién, algunas veces se obtiene el minimizador
global tinico (més exactamente, una aproximacién del minimizador), a veces
se alcanza un minimizador global, otras veces se obtiene simplemente un
minimizador local, otras veces solamente se consigue un punto critico, otras
veces apenas se consigue un punto donde el proceso se hizo muy lento (los
cambios en f o en x son muy pequenos).

De todas formas los métodos presentados en este capitulo y en los dos
siguientes, buscan un minimizador local. Los métodos de minimizacion
global, que buscan minimos globales, son mucho més complejos y estan
fuera del alcance de este libro. No se debe confundir minimizacién global
con convergencia global. Un método tiene convergencia global cuando, no
importando el punto inicial, converge hacia un minimizador local o global.
Puede ser posible tener un método de minimizacién local con convergencia
global.

Las condiciones casi ideales se tienen cuando f es continua, doblemente
diferenciable y estrictamente convexa. Obviamente esto no se tiene o no se
puede garantizar o verificar siempre. De todas formas, lo minimo que se
debe exigir a f, cuando no se utilizan derivadas, es que sea continua.
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

De manera semejante a la minimizacién en una variable, hay métodos que
utilizan segundas y primeras derivadas, es decir utilizan la matriz hessiana
y el gradiente, hay métodos que utilizan inicamente derivadas primeras, y
hay métodos que no utilizan derivadas.

Generalmente, entre mas informacién se utilice, es decir, entre mas
derivadas sean usadas, mas eficiente es el método en cuanto al nimero de
iteraciones. Pero por otra parte, conseguir bastante informacién cuesta vy,
dependiendo de la funcién, puede hacer lento el proceso. Por otro lado a
veces no se puede conseguir cierta informacién, por ejemplo, no es posi-
ble calcular derivadas primeras o segundas, y entonces la tinica solucién es
utilizar métodos donde no se requiera esta informacién.

Dado un punto inicial #°, aproximacién (ojald buena) de z*, se construye
una sucesion de puntos {:ck} con la esperanza, y bajo ciertas condiciones con
la garantia, de que

z¥ — 2* minimizador global, o
z¥ —  z* minimizador local, o

zF —s x¢ punto critico.

En casi todos los métodos, dado un punto z* se construye una direccién
d®* # 0 y en seguida se obtiene \; minimizador de ¢(\) = f(z* + AdF)
cuando A varfa en R.

A; = argmin f(z" + \d¥),\ € R,
R L

Los métodos se diferencian en la construccién de la direccién d*. Si se cumple
que d” f'(z¥) < 0, entonces la direccién es de descenso y basta minimizar
para valores positivos:

A; = argmin f(z* + \d¥), X >0,
" = 2k Apdb
Hallar A; minimizador exacto o casi exacto, puede ser muy costoso en
tiempo. En muchos métodos no se necesita indispensablemente encontrar el

minimizador en cada iteracion, sino que basta con encontrar A\, que mejora
suficientemente el valor de la funcién. Esto se denotaré
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M = argmej f(zF + \db),
.%']H_l = .%'k—F/\kdk,

y quiere decir que

o f(aF + \ed¥) < f(2¥) — 6 con 6 > 0, 0 que

e )\ cumple la regla de Armijo, o que

e )\, cumple la regla de Goldstein, o que ...
Casi todos los métodos son de descenso, o sea, cumplen (o deberian cumplir)
que

Fah) < f(a).

Los criterios de parada son semejantes a los vistos para una variable.
Pueden ser utilizados individualmente o en conjunto mediante la conjunciéon
y, o en conjunto mediante la conjunciéon o. El primer criterio consiste
en considerar, por seguridad, un numero méaximo de iteraciones MAXIT,
aunque ojald que éste no sea el criterio por el cual se detiene un proceso.
Otro criterio de parada se tiene cuando el gradiente es nulo o casi nulo

If@)] < ey dado.

También se puede detener el proceso iterativo cuando el cambio, absoluto
o relativo, en  es muy pequeno

||z — 2| < e, dado,
o también,
il

< ¢/, dado,

T

o para evitar denominadores muy pequenos,

k! — ¥

1+ [|*|]
También se puede detener el proceso iterativo cuando el cambio, absoluto
o relativo, en el valor de la funcién es muy pequenio

< ¢’ dado.

xT

[f(@**) = f(a¥)| < ey dado,

o también,
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

|f (@) — f(a")]
|f (%))

o para evitar denominadores muy pequenos,

|f (=™ — f(®)]
14 f(2F)]

Por ejemplo, si se utiliza e, = 107% y e, = 10 muy posiblemente el
proceso se detendra Unicamente teniendo en cuenta el criterio del gradiente.
Sise utilizaey, =10 y g, = 10 muy posiblemente el proceso se detendra
Unicamente teniendo en cuenta el criterio del cambio en .

Si se utiliza ¢, = 10 o e, = 1019 muy posiblemente el proceso
se detendra Unicamente teniendo en cuenta el criterio del gradiente. Si se
utiliza e, = 10719 o ¢, = 10 muy posiblemente el proceso se detendrs
Unicamente teniendo en cuenta el criterio del cambio en .

No sobra notar que el proceso iterativo se debe detener cuando aparente-
mente p(A) = f(zF + Ad¥) no es acotada inferiormente y no posee mini-
mizador, pues ésto también indica que f no es acotada inferiormente y no
tiene minimizador global.

Es importantisimo evitar, antes de que el computador pare por un error,
las operaciones no permitidas o no deseadas, por ejemplo, solucién de un
sistema singular o casi singular (con matriz no invertible), divisién por cero
o por un numero casi nulo, raiz cuadrada de un nimero negativo, etc.

<&} dado,

< ¢} dado.

8.1 CALCULO DEL GRADIENTE Y DEL
HESSIANO

Si es posible obtener las expresiones analiticas de las primeras y segundas
derivadas parciales y si evaluarlas no es demasiado costoso, ésta es la mejor
opcién para obtener el gradiente y el hessiano. También existe una técnica
llamada diferenciacién automatica [Gri00], cada vez mas eficiente y de mayor
uso. Por su complejidad y nivel no esta dentro del alcance de este libro. Una
tercera salida consiste en la aproximaciéon numérica.

Los programas de computador para programacién no lineal, deben tener
un subprograma (funcién, procedimiento o subrutina) donde dado un vector
x se evalua f. Posiblemente, también se tienen subprogramas para calcu-
lar mediante la expresién analitica el gradiente y el hessiano. Cuando el
programa se utiliza con frecuencia para diferentes funciones, es necesario
cambiar no sélo el subprograma donde se define f sino los subprogramas
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8.1. CALCULO DEL GRADIENTE Y DEL HESSIANO

para el calculo del gradiente y del hessiano. Para n grande, el proceso de la
derivacién parcial analitica puede ser dispendioso y aumenta la posibilidad

de los errores humanos.

Las aproximaciones numéricas de las derivadas parciales, son las mis-
mas de las aproximaciones numéricas de las derivadas de funciones de una
variable, o se deducen a partir de ellas. En una variable se utilizé un valor
7; para varias variables puede ser conveniente utilizar diferentes n); para las

diferentes variables.

of _ f(@ +mie') — f(z)
B, (z) " 7
of (2) f(@ + mie') — f(z — ne’)
0x; - 2n;
327f(j) f@+me') = 2f (@) + (& — mie’)
A n

Pf 9 of

o
o Yeof o Of
- m(afj(x+nle) Ox; (I)>
~ 1(f(~f+77iei +n¢?) — f(T 4 mied)
i Ul
f(ff+nj6j)f(ﬂ?)>
nj ’
o2 - |
3%6ij @ =~ mlnj (f(j +mie' +mnze’) — f(T + mie')
~I(@ i) + 1(@).

o también,

2f 9 [(of

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)
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~ L (of . _Of _
~ o (oL@ e - gL@—ne)
L f@+me +ned) = f(@ +me’ —n;e))
2n); 2n;
f(@ —mie" +nzel) — f(T —mie’ —nel)
27]]‘ ’
o I) ~ <f(3?+77¢e"+n-ej) + f(z —miet —mjel)  (8.5)
O0x;0x; 4nin; J J

—f(@ +mpe’ =yl = F(@ —mie’ +mye) ).

Conocido el valor de f(z), si se aproxima el gradiente usando 8.1 se
necesitan n evaluaciones adicionales de la funcién. Si se utiliza la férmula
8.2 se necesitan 2n evaluaciones de f. Para aproximar el hessiano es nece-
sario calcular los n elementos diagonales y n(n — 1)/2 elementos de la parte
triangular estrictamente superior. Si se aproxima el hessiano usando 8.3 y
8.4 se necesitan 2n + 3n(n — 1)/2 evaluaciones adicionales. Si se almacenan
los valores f(Z + n;e’) el nimero de evaluaciones adicionales se reduce a
2n+n(n —1)/2. Sise aproxima el hessiano utilizando 8.3 y 8.5 se necesitan
2n 4 2n(n — 1) evaluaciones adicionales.

férmula | ndm. de eval. orden del | orden error
nam. eval.
gradiente 8.1 n n i
gradiente 8.2 2n 2n n?
hessiano | 8.3,8.4 | 2n+n(n—1)/2 n?/2
hessiano | 8.3, 8.5 | 2n+2n(n —1) 2n?

El hessiano también se puede aproximar mediante evaluaciones, o aprox-
imaciones del gradiente. En este caso las columnas del hessiano se pueden
aproximar por una de las siguientes férmulas

f'(@ +n;e?) = f(2)
1) ’
f'(@ +nje?) — f'(& — njel)
2n; '

%

H.,

H.

Q

La segunda expresién necesita el doble de operaciones que la primera,
pero es mas precisa. Por otro lado, ninguna de las dos expresiones tiene
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8.2. METODO DE NEWTON

en cuenta la simetria de la matriz hessiana, por lo tanto se deben utilizar
preferiblemente cuando se tiene la expresion analitica del gradiente o cuando
se dispone de una manera de calcular el gradiente, rdpida y precisa.

8.2 METODO DE NEWTON

Sig:R — R, la formula de Newton (o Newton-Raphson) para encontrar
una raiz de g(z) = 0 es la siguiente

g9(zx)
g (xx)

Thy1 = Tp —

Esta formula se puede reescribir como

Thr1 = 2 — (' (2) g @)

Si g : R™ — R”, la formula anterior se generaliza inmediatamente a

aF T = 2F — (¢ (a%)) "L g(a"),

donde ¢'(z*) es la matriz jacobiana de la funcién g en el punto z*. La ante-
rior expresién es la féormula de Newton para hallar una raiz de la ecuacién
vectorial g(x) = 0. Para evitar el cdlculo de la inversa, haciendo d* =
—(¢'(2%))71g(z*), o lo que es lo mismo, ¢/(z*)d* = —g(2*), la férmula de
Newton se expresa en dos partes:

resolver g'(mk)dk = —g(f’fk)>
xk+1 = $k+dk

Si f: R™ — R es doblemente diferenciable, el método de Newton se
puede utilizar para hallar un punto critico (f/(xz) = 0), reemplazando en las
férmulas anteriores g por f’

resolver f"(a®dE = —f(b), (8.6)

e = R 4 gk, (8.7)

La férmula (8.6) expresa que se debe resolver un sistema de ecuaciones
lineales donde la matriz de coeficientes es simplemente el hessiano, el vector

de términos independientes es menos el gradiente, y las incégnitas son las
componentes del vector columna d*.
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Ejemplo 8.1. Utilizar el método de Newton para minimizar f(x) = 10(xy—
22)2 + (1 — z1)? partiendo de z° = (3,4).

kooow f(z) f'(=@) ()., f(x). d
0 3.0000 254.0000 604.0000 922.0000 -120.0000 -0.0198
4.0000 -100.0000 -120.0000 20.0000 4.8812
1 2.9802 3.9212 4.0071 712.5421 -119.2079 -1.9648
8.8812 -0.0078 -119.2079 20.0000 -11.7104
2 1.0154 149.0215 156.8260 238.9004 -40.6171 -0.0002
-2.8292 -77.2065 -40.6171 20.0000 3.8599
3 1.0152 0.0002 0.0305 84.45563 -40.6092 -0.0152
1.0307 -0.0000 -40.6092 20.0000 -0.0309
4 1.0000 0.0000 0.0093 82.0093 -40.0000 -0.0000
0.9998 -0.0046 -40.0000 20.0000 0.0002
5 1.0000 0.0000 0.0000 82.0000 -40.0000 -0.0000
1.0000 -0.0000 -40.0000 20.0000 -0.0000

Es interesante observar que el método de Newton no es siempre un
método de descenso. En este ejemplo, como se ve en la tabla, en la iteracién
2 hubo un aumento en el valor de la funcién. <

Proposicién 8.1. [Lue89] Sean: f una funcion triple y continuamente
diferenciable, f'(z) =0, f"(z) invertible. Si x° estd suficientemente cerca
de x, entonces el método de Newton para hallar un punto critico de f con-
verge a T con orden de convergencia superior o igual a dos.

En [Baz93] hay condiciones mas especificas para garantizar la conver-
gencia. Las ventajas del método de Newton son:

e si las condiciones son favorables, converge muy rapidamente,
e N0 es necesario minimizar en una variable.
Las desventajas son:

e puede no converger,
e puede converger a un maximizador,
e la matriz f”(z*) puede ser singular o casi singular,

e es necesario calcular primeras y segundas derivadas parciales de f,
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8.3. METODOS DE LA REGION DE CONFIANZA

e s necesario resolver un sistema de ecuaciones.

Es claro que para funciones cuadraticas, con hessiano no singular, el
método converge en una iteracion al punto critico.

Ejemplo 8.2. Utilizar el método de Newton para minimizar f(z) = (z1 +
xy —3)? + (x1 — 22 + 1)? partiendo de 2° = (3,5).

koo @) fa) ), (@), d
0 3.0000 26.0000 8.0000 4.0000 0.0000 -2.0000

5.0000 12.0000 0.0000 4.0000 -3.0000
1 1.0000 0.0000 0.0000
2.0000 0.0000

8.3 METODOS DE LA REGION DE
CONFIANZA

Generalmente se considera que los métodos de la regién de confianza, “trust
region”, son “hijos” del método de Levenberg-Marquardt usado para re-
solver problemas de minimos cuadrados no lineales. Son modificaciones y
adaptaciones para problemas de optimizaciéon més generales. En el fondo
son modificaciones del método de Newton.

En el método de Newton, conocido ¥, en lugar minimizar directamente
f(x), se busca hallar el minimo de la aproximacién cuadrética de f alrededor
de z*, es decir,

min gy(2) = FH) + /(@) (- 25) (e - B ) - ) (59

En el método de la region de confianza se restringe la minimizacién de
la aproximacion cuadratica a una vecindad de zj, o sea,

min q(z) = f(a*) + /(@) (x — 2¥) + %(x — ") (@) (2 - 2F) (8.9)
||z — 2¥[]2 < Ay

Si se hace el cambio de variable d = z — 2*,

min (ot +d) = FF) 4 F @ Sd N (810)
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

l|d|[2 < Ag.

La region de confianza es la bola B[z*, A}] o, vista después del cambio de
variable, es la bola centrada en el origen B[0, Ag]. De iteracién en iteracién
el radio Ay puede cambiar.

Se puede pensar en una aproximacién de f mds general, cambiando
f"(x*), 1a matriz hessiana en 2* por una matriz M,

1
min q(z* +d) = f(z*) + f/(2*)Td + ngMd (8.11)
ldl|2 < Ag.

El esquema simplificado del método es entonces:

d* = solucién de (8.10) o de (8.11) ,

karl — .Z'k + dk

El valor de Ay puede variar en cada iteracién de acuerdo a la mejoria en
el valor de f. Si la mejoria es grande entonces para la iteracién siguiente el
valor del radio A aumenta. Por el contrario, si la mejoria es muy pequena
(o si no hay mejoria), esto quiere decir que el radio utilizado es muy grande
y debe ser diminuido para la iteracion siguiente. En este caso, ademas, el x
no cambia, es decir, z¥t1 = z¥. Mds adelante se define pi, una “medida”
de la mejoria.

Hay varias estrategias para la implementacién del método de la region de
confianza. Algunas utilizan una solucién exacta de (8.10), otras simplemente
una solucién aproximada. Los criterios para clasificar la mejoria en el valor
de f pueden variar. Las estrategias exactas tienen un planteamiento mas
sencillo, pero generalmente son menos eficentes en la implementacién.

8.3.1 Una estrategia exacta

El problema (8.10) se puede reescribir

1
min g (z* 4 d) = f(2¥) + f/(2*)d + ngf"(:nk)d
1d]3 — AR < 0.

Al aplicar condiciones de KKT se tiene
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£ + f(aF)d + wd =0,
Ui 2 07
i (||d]|3 — A}) = 0.

Haciendo A = uq,

(@) + f(2*)Yd 4+ Nd =0, (8.12)
A >0, (8.13)
A(ldl3 - AF) =0. (8.14)

La igualdad (8.12) se puede reescribir

(f"@")d+ A1) d =~ f'(ab).

Las condiciones de segundo orden exigen que la matriz f"(z*)d + \I
sea semidefinida positiva.

Se puede mostrar que si f”(z*) es definida positiva y si Ay es suficien-
temente grande, entonces la solucién de (8.10) estd dada por

f!(@M)d = —f'(a"),
o sea, simplemente se tiene el método de Newton. Si las suposiciones no se
cumplen, entonces el método garantiza que

1

Ag = ldll2 = [1(f"(z")d + L) f' ()2

También se puede mostrar, que en estas condiciones si A — 0, entonces
A= o0y

Lo anterior es (aproximadamente) equivalente al método del descenso mas
pendiente.

Cuando A varfa entre 0 e oo, entonces d = d(\) varfa continuamente
entre la direccién del método de Newton (si f”(z*) es definida positiva) y
un multiplo de la direccién del descenso mas pendiente.
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Para definir el valor de A en cada iteracién se utiliza el pardmetro pg
que es simplemente el cociente entre la reduccién o disminucion real en el
valor de f y la reduccién prevista

reduccion real f(@F) — f(a* + d¥)
pk = .z . = k k k * (815)
reduccién prevista — f(z*) — g (aF + dF)

Si d* se obtiene por minimizacién (solucién de (8.10)), entonces la re-
duccién prevista es positiva. Luego el signo de py esta dado por la reduccion
real.

A continuacién estan los detalles de la estrategia presentada en [NaS096].
El algoritmo utiliza dos pardmetros

O<n<pu<l,
por ejemplo,

1 3

n= 4’ n= 4

Si p, > 1 se considera que la iteracién fue exitosa y se construye z*+1 =

zF + d*. En caso contrario z*t! = 2¥. Ademds, si p, < 7, entonces el
pardmetro A se disminuye: Agy; = %Ak. Sin < pr < W, entonces el
pardmetro A no cambia: Agiq = Ag. Si p < pg, entonces el pardmetro A

se incrementa: Agy; = 2Ag.

Siopp<n : = A1 = 54y
Sio n<pp<p, : éxito, kbt = gk 4 gk, Api1 = Ay (8.16)
Siop < pg, : éxito, xhtl = ok 4 gk, Api1 =24

A continuacién estd un esquema general del algoritmo:

REGION DE CONFIANZA: ESTRATEGIA EXACTA
datos: 20, Ag >0, 0<n<p<1, g, MAXIT
para k£ =0,1,...,MAXIT
si ||f'(z%)|| < e, ent parar
d* = solucién de (8.10)
calcular py segin (8.15)
construir 1, Ay segiin (8.16)
fin-para k
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Algunas veces se utiliza como radio inicial Ag = min(10, ||f'(z%)]]).
El paso dificil de este algoritmo es la solucién del problema (8.10). En
la préactica se obtiene la solucién exacta cuando es ficil hacerlo; en caso
contrario se usa una solucion aproximada.

En (8.10) se tiene una funcién continua en un compacto (cerrado y aco-
tado), luego necesariamente hay minimizador. Este est4 en el interior de la
bola o en la frontera. Desde el punto de vista de condiciones de KKT hay
dos posibilidades:

e La desigualdad no esta activa (Z = ), entonces

f(@*)d = —f'(«b),
A =0, (8.17)
||d||2 < Ak

e La desigualdad estd activa (Z = {1}), entonces

(f"(«) + M)d = —f' ("),
>0, (8.18)
]|z = Ay

SiZ=0 y f"(z*) es definida positiva y || — f"(z®)"1f(z*)|| < A, se
tiene el caso sencillo de minimizacién no restringida con la direccién plena
de Newton

dy solucién de f”(z%)d = —f'(z¥), (8.19)
o de manera tedrica,
dy = —f"(@") 7 f ("),
En caso contrario, la (una) solucién esta en la frontera y hay que resolver

una ecuacién no lineal de una variable, A, pero que involucra n+ 1 variables:
d17 d?u ceey dn7 >‘7

(f"(z") + AI)d = —f'(z"), (8.20)
|d]|2 = Ay
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Se puede expresar explicitamente, inicamente en funcién de A, asi:

o) = | = (F"@") + A1) " f (@)l — Ap = 0. (8.21)

Para evitar este proceso iterativo, dentro del proceso iterativo general,
en algunas estrategias para la region de confianza, simplemente se halla una
solucién aproximada de (8.18).

El esquema completo del algoritmo, incluyendo la solucién de (8.10) es:

REGION DE CONFIANZA: ESTRATEGIA APROXIMADA
datos: 20, Ao >0, 0<n<p<1, g, MAXIT
para k=0,1,...,MAXIT
si ||f'(z%)|| < e, ent parar
dy = solucién de f"(xzF)d = —f'(«")
si[ldyvlla <Ak v f'(z%) s.dp. ent df =dy
sino d* = solucién de (8.20)
calcular py segin (8.15)
construir %1, Ay segin (8.16)
fin-para k

Ejemplo 8.3. Aplicar la estrategia del método de regién de confianza de-

scrita anteriormente para minimizar f(z) = 10(z2—23)?+(1—x1)? partiendo
de 20 = (3,4) con Ag = 1.

f(a0) =254, f’<x0>—{_f8ﬂ, f”<w0>—[_?§§ _138]

La direccién de Newton estd dada por la solucién de f”(z%)d = —f'(z"),
—0.0198
dy = [ 1881 ] . lldn]] = 4.8812 £ Ag = 1.

Entonces es necesario encontrar d, A tales que

924X 120 [y ] _ [ 604]
120 204+ A || dy |~ | =100 |’ o

Si se expresa todo en funcién de A, como en (8.21), y se aplica un método
para solucién de ecuaciones en una variable, por ejemplo el método de la
secante, se obtiene después de 10 iteraciones
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A =22.7308, d°= { _gigiég } , |[d°] = 1.

Célculo de pg :

f(@%) — f(2®+d) 254 —17.6635  236.3365

= = = = 1.1028
PO= F(20) — qo(a® + dO) _ 254 — 39.6975  214.3025 ’
entonces
2.4682
1,0, 70 _ _ _
N roo1y | 125.8844
f(z") =17.6635, f'(z7) = [ 24,9060 |
F(zt) = 539.1876 —98.7295 '
—98.7295  20.0000
La direccién de Newton:
—0.0567
dy = [ 0.9655 } . lldn]| = 0.9672 < 2.
Luego, esta direccién es la solucién del subproblema.
B f(xl) — f(z! 4 dY) _ 17.6635 —1.9926  15.6709 10051
pr= f(xl) —qi(zt +d')  17.6635 —2.0725  15.5910 ’
entonces

2.4116

2 _ 1 1 _
= rd _[5.8124

], Ay = 2A; = 4.

, 3.1330
f(z?) =1.9926, f'(2?) = [ 0.0642 ] ,

f//(xg): 467.3788 —96.4625
—96.4625  20.0000 |-
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La direccion de Newton:

—1.3264

o = [ —6.3940

] . |ldn]|| = 6.5301 £ 4.
La direccién de Newton no sirve, es necesario encontrar d, A tales que

(f"(@*) + A)d = —f'(z*), A>0, ||d|]2 =4

En 5 iteraciones se obtiene,

A =0.0553, d*= [ —0.8149 } .

—-3.9161

@) = f(a® +d?)  1.9926 —4.6224  —2.6298 16511
P27 F(@?) — (@ + ) 1.9926—0.3999  1.5927 00

entonces

}, Ay=1r,—2

s o [ 24116
2

5.8124

, 3.1330
f(z®) =1.9926, f'(z3) = [ 0.0642 } ,

{ 467.3788 —96.4625]

"o 3\
@) =1 964625  20.0000

La direccion de Newton:

—1.3264

dy = [ 63040 ] . |ldn]] = 6.5301 £ 4.

La direccién de Newton no sirve, es necesario encontrar d, \ tales que

(f"(@®) + M)d = ~f'(2°), X=0, [ldll2 =2

En 6 iteraciones se obtiene,

—0.4105
_ 3 _
A =0.1979, d°= [ o5 } .
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= 0.7870,

) f(@3) = f(a®+d3)  1.9926 — 1.2246  0.7680
3 = =
f

(%) — g3(z® + d3)  1.9926 — 1.0167 _ 0.9760

entonces

2.0010

4 3 3 _
v=atrd _[3.8550

] , Ay =2A3=4.
Después de otras 7 iteraciones se obtiene

11 _ | 1.0000 o 11y _ | 0.0001
g _{1.0000 L@ =1 00000 | ©

La siguiente proposicion garantiza la convergencia global del algoritmo
(desde cualquier punto inicial) a un punto critico. Ver la demostracién en
[NaS096],

Proposicién 8.2. Sean: 2° un punto cualquiera, {x*} la sucesién definida

por el algoritmo anterior. SiT = {z : f(x) < f(2°)} es acotado y f, f,
f" son continuas en T', entonces

lim f'(z¥) = 0.

k—o00

8.3.2 Otra estrategia general

La estrategia presentadad a continuacién, [NoWr99], es muy parecida a la
anterior. Las principales diferencias son:

e Hay un dato Apax correspondiente a un radio maximo.

e Si pr es muy pequeno, también se disminuye el radio A, pero queda
en funcién de ||d¥||.

e Para aumentar el radio Ay, ademds de que pi sea grande, se necesita
también que la solucién de (8.10) quede en la frontera.
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REGION DE CONFIANZA: SEGUNDA ESTRATEGIA
datos: 20, Ag>0, 0<n< %, Amax, €g, MAXIT
para k=0,1,...,MAXIT
si ||f/(z%)|| < e, ent parar
d* = solucién de (8.10)
calcular py segin (8.15)
si pp < g ent Apyy = l|d"|]
sino
sipp>3 y ||d¥||=A) ent Apiq =min(2Ax, Apax)
sino Ak+1 = Ak

fin-sino
si pp >n ent zFTl =2k 4 gF
sino zFtl = zF

fin-para k

8.3.3 El punto de Cauchy

Es simplemente una modificacién del descenso mas pendiente, la direccion
es equivalente, pero el paso \; debe permitir que se minimice en B [mk, Ag].
Visto como una aproximacién de la solucién de (8.10), se consideran dos
pasos:

e Minimizar la proximacién lineal de f, en la bola B[z*, A;] para obtener
la direccién d.

e Minimizar la aproximacién cuadréatica de f en la bola B[z, A;], pero
en la direccién d.

Maés que considerarlo como una buena aproximacién de la solucién de
(8.10), el punto de Cauchy sirve como punto de compararacién para saber
si una aproximacion obtenida por otro método es buena o no lo es.

El problema de la aproximacién lineal de f en B[z*, Ax] es simplemente

min (2" +d) = f(2¥) + f'(2¥)"d (8.22)
lld||2 < Ay.
Su solucion es:
7 Ak 10k
d= ————— . 8.23
THEIIA (823)
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La direccién de Cauchy sera simplemente 7d, soluciéon de

min qu(o + ) = f(&) + /@) () + 5 (rd)" () ()

(rd)ll2 < A

Este problema depende Unicamente de 7,

1L B
min f(zF) +7f'(«*)Td + ETQde”($k)d
A
Tl == =1
[ldl]2

Se puede reescribir asf:

7] <1,
donde
a=d"f"(z%)d, 8.24
= f'(z")Td < 0 8.25)

La solucién es:

b
. _b.
sia>0 y . 1, (8.26)

a
1 en los demas casos.

En resumen, la solucién aproximada (algunas veces exacta) de (8.10),
para obtener el punto de Cauchy, se logra mediante los siguientes pasos:

REGION DE CONFIANZA: PUNTO DE CAUCHY
dy = solucién de f"(xzF)d = —f'(z*)
si[ldylla <Ak vy f(z%) s.dp. ent do=dy
sino

calcular d segin (8.23)

calcular 7* segin (8.26)

de = 1d
fin-sino
:L']é« =T = z* + do
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Ejemplo 8.4. Calcular el punto de Cauchy para f(x) = 10(z2 —2%)% + (1 —
71)% en el punto 20 = (3,4) con Ay = 1.

s =z ra=| S| re =] 5 |

La direccién de Newton estd dada por la solucién de f”(z%)d = —f'(z"),
—0.0198
dy = [ 1881 ] . ldn]] = 4.8812 ¢ Ag = 1.

Entonces es necesario calcular d,

S
I

—0.9866
0.1633 |-

Calculo de d¢ :

a = 936.6098, b= —612.2222, 7* = 0.653658, dc = [ —0.6449 } .

0.1068

[ 2.3551
TC = 41068

], flze) = 22.5674. ©

8.3.4 El método “dogleg”

Este término viene de una palabra usada en el golf, cuya traduccién literal
seria pata de perro. Indica una curva aguda o un angulo.

En la siguiente figura hay un ejemplo de la bola B[z¥, A.], la direccién
de Newton dy, la direccién del descenso mas pendiente (la opuesta al gra-
diente), lo que seria la trayectoria 6ptima de la solucién de (8.10) para
diferentes valores de A y el punto 2**! dado por la solucién exacta.
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Inicialmente, cerca a x*, la trayectoria casi coincide con la direccién
—f (xk) A medida que se aleja del centro, empieza a dar una curva y poco
a poco se va acercando a la direccion de Newton. Para valores de A mayores
que ||dn||, la solucién es simplemente la direccién de Newton.

El método dogleg se puede usar cuando la matriz hessiana f”(2") es
semidefinida positiva. Si la direccién plena de Newton no sirve, se construye
una trayectoria poligonal de dos tramos. El primero coincide con parte de la
direccién del descenso més pendiente. El segundo tiende hacia la direccion
de Newton.

Maés precisamente, el primer tramo estda dado por el mejor punto en la
direccién de descenso:
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@)
dp = — . 8.27
P = PR R (520
La trayectoria poligonal d(7) esta definida as:
. d i 0<7<1
dry=4""" s (8.28)
dD—I—(T—l)(dN—dD) si 1< 7<2.

Obviamente d(0) = 0, d(1) =dp, d(2)=dy. Si f"(z*) es semidefinida
positiva, esta trayectoria tiene dos propiedades importantes:

e ||d(7)]| es un funcién creciente en 7,

e ¢x(d(7)) es una funcién decreciente en 7.

Estas propiedades garantizan que para resolver el problema de minimizar
qr(d(7)) con ||d(T)|| < Ag, basta con encontrar el punto donde

ld(r)l| = A
Si ||dp|] > Ag, la solucién es inmediata:
A
="k dp=1*dp. (8.29)
lldpl|

En caso contrario, es necesario encontrar la solucién de una ecuacion
cuadratica en 7:

lldp + (1 = 1)(dy — dp)|]* = A},

que se puede escribir ar? + 7 + . Su solucién es:

= ”dN - dDHQ’ /B = 2d%(dN _dD)v Y= HdD||2 - A27 (830)

| 4 B VB oy
200 ’

dp =dp + (T* — 1)(dN — dD).

T =

Cuando f”(z*) no es semidefinida positiva, el método dogleg no se puede
aplicar, se puede utilizar como salida alterna la direccion de Cauchy. En
resumen, la solucién aproximada (algunas veces exacta) de (8.10), por el
método dogleg se logra mediante los siguientes pasos:
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REGION DE CONFIANZA: METODO DOGLEG
si f"(z*) ess.dp ent
dy = solucién de f"(xF)d = —f'(x*)
si HdNHQ < Ak ent dp = ClN
sino
calcular dp segin (8.29)
si ||dp|| > Ak ent calcular dp segin (8.29)
sino calcular dp segun (8.30)
fin-sino
fin-ent
sino dp = dg¢

:ckH = :ck + dp

Ejemplo 8.5. Aplicar el método dogleg para minimizar f(z) = 10(x —
22)2 + (1 — z1)? partiendo de 2° = (3,4) con Ag = 1.

f0) =254, f'(a®) = [ _fgg], /") = [ 120 _138]-

La matriz hessiana es semidefinida positiva. La direcciéon de Newton estd
dada por la solucién de f”(z*)d = —f'(2"),

[ —0.0198 ]

18812 | ||dn|| = 4.8812 £ Ag = 1.

dy =
Para el primer tramo de la trayectoria,

[ —0.6449 ]
dp = 0.1068 | lldp|| = 0.6537 < Ag = 1.

Entonces la solucion estd en el segundo tramo,

o =23.1858, B =0.2133, ~= —0.5727,

. [ —0.5495
™ =1.1526, dp = [ 08355 ] .
2.4505

T+dp= [ 4.8355

} , flz+dp)=15.7833.
Si se calcula el punto de Cauchy
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—0.6449
0.1068

2.3551

do = [ 4.1068

}, :U—l-dc—[ }, flz+de) =22.5674.

La reduccién en f es mayor con dp que con d¢, el cociente es aproximada-
mente 1.0293. Para pasar a la iteracién siguiente,

254 — 15.7833
= —=1.1122.
PO = 954 —39.8242
entonces
2.4505
1_ .0 _ _
=z +dp [4.8355]7 A1 2

flz') = 15.7833, f'(a') = [ 117.5450 } ,

—23.3917

vooav [ 5291911 —98.0212
S = { ~98.0212  20.0000 |

La direccion de Newton:

—0.0595

dy = { 0.8781 ] . |ldn]|| = 0.8801 < 2.

Luego, esta direccién es la solucién del subproblema.

~ f@Y) = f(a' +d') 157833 -1.9352  13.8481 10060
L= 5 —qi(al +d') 157833 — 2.0178  13.7655
entonces
s 1. [23911 _
r“=x +d _[5.7136 , Ao =2,

F(2?) = 1.9352, f'(z?) = [ 3.1204} () = [ 459.5155 —95.6425

—0.0707 —95.6425  20.0000

La matriz hessiana es semidefinida positiva. La direccién de Newton es:
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—1.2992

dv = [ —6.2093

} . |ldn]] = 6.3437 £ Ay = 2.
Para el primer tramo de la trayectoria,

—0.0067

o= [ 0.0002 } , |ldpl| = 0.0067 < Ay = 2.

Entonces la solucion estd en el segundo tramo,

a = 40.2273, B =0.0155, ~ = —4.0000,

. [ —0.4140
™ =1.3151, dp = [ Los6T ]
1.9770

+dp = [ 3.7570

] . f(z+dp) = 1.1847.

Si se calcula el punto de Cauchy

2.3843

o _ [ —0.0067
¢ = 5.7138

0.0002]’ “”+d0:[

]  f(z+do) = 1.9246.

La reduccioén en f es mayor con dp (0.7505) que con d¢ (0.0105), el cociente
es aproximadamente 71.2341. Para pasar a la iteracién siguiente,

1.9352 — 1.1847

P2 = 19352 09706 O o0
entonces
3 9 | 1.9770 _
x> =x"+dp = |: 37570 | A3z =4.

Después de otras 8 iteraciones se obtiene z = (1,1). <

Se puede mostrar que, bajo ciertas condiciones [Kel99], el método dog-
leg tiene convergencia global (se tiene convergencia desde cualquier punto
inicial) y ademés que la convergencia es superlineal.

Hay otras estrategias para hallar una solucién aproximada de (8.10), por
ejemplo, la minimizacién en un espacio bidimensional y el método de Stei-
haug. Este ultimo esta relacionado con el método del gradiente conjugado.
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8.4 METODO DEL GRADIENTE O DEL
DESCENSO MAS PENDIENTE

También se conoce con el nombre de método de Cauchy, método de la
maxima pendiente, método del descenso més profundo y en inglés steep-
est descent. Es un método muy usado por su sencillez. Para ciertos tipos de
funciones puede zigzaguear mucho y ser lento. Unicamente requiere primeras
derivadas. Es un método de descenso.

Dado un punto no critico z* se escoge la direccién d* como la mejor
direccién local de descenso en zF. Sean: \ un valor fijo, positivo y suficien-
temente pequeno, d # 0 una direccién tal que ||d||2 = 1,

f@® +2d) = f(2*) + Af/(2")"d + );de”(xk)dk Hoee

La expresion anterior depende tnicamente de d y como A es pequeno se
puede aproximar por

P(d) = f(2¥) + Af («)"d.

Para escoger d de manera éptima local, hay que resolver

miny(d) = f(@*)+Af'(z")"d,
iz -1 = o.

La funcién v es afin, luego convexa y la funcién que define la igualdad es
estrictamente convexa. Las condiciones necesarias de KKT dan:

Af!(2®) + 2v1d = 0.

Si se escogen

(%)

d = ——<2 '\ /7
£ (@F)]l2"
!1(.k

o = AHf(Qx )H2>07

se cumplen las condiciones necesarias y suficientes de KKT. Como las di-
recciones — f(xF) /|| f(z*)||2 y —f'(2*) son equivalentes se puede tomar la
segunda como la direccién dF, lo que garantiza que sea una direccién de
descenso. El algoritmo se puede esquematizar asi:
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datos: 20, ¢,, MAXIT, ...
para k£ =0,...,,MAXIT
si [|f/(a%)|| < e, ent parar
dk — —f,(QTk)
* = argmin f(z* + A\d¥), A >0
htl = gk 4 )\’,;d”C
fin-para k

Ejemplo 8.6. Utilizar el método del descenso mas pendiente para mini-
mizar f(z) = (z1 + 22 — 3)%2 + (21 — 22 + 1)? partiendo de 20 = (3, 5),

kooow f(z) f'(=) d A*

0 3.0000 26.0000 8.0000 -8.0000 O0.2500
5.0000 12.0000 -12.0000

1 1.0000 0.0000 0.0000
2.0000 0.0000

No siempre este método funciona tan bien, ni siquiera para funciones
cuadraticas. ©

Ejemplo 8.7. Utilizar el método del descenso mas pendiente para mini-
mizar f(z) = 1022 + 22 partiendo de 2° = (2, 3).

k x f() f'(x) d A"

0 2.0000 49.0000 40.0000 -40.0000 0.0510
3.0000 6.0000 -6.0000

1 -0.0404 7.2736 -0.8082 0.8082 0.4173
2.6939 5.3879 -5.3879

2 0.2969 1.0797  5.9377 -5.9377 0.0510
0.4453 0.8906 -0.8906

3 -0.0060 0.1603 -0.1200 0.1200 0.4173
0.3999 0.7998  -0.7998

4 0.0441 0.0238 0.8814 -0.8814 0.0510
0.0661 0.1322 -0.1322

7 -0.0001 0.0001 -0.0026 0.0026 0.4173
0.0088 0.0176 -0.0176 <&

Aunque en los dos ejemplos se trata de funciones cuadréticas estricta-
mente convexas, la diferencia radica en la relacion entre el valor propio mas
grande y el valor propio méas pequeno de la matriz hessiana.
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1 _ 4 0 )\1:4 7 o 20 0 )\1:20
f(m)_[o 4]’ ho=4" f(x)_[o 2]’ Ay =2,

Para funciones cuadraticas se tienen los siguientes resultados: ([Lue89],
[Gil81], [Per88]).

Proposicién 8.3. Sean: f(z) = %xTHx + ¢z, con H definida positiva,
z* el unico minimizador global, A1 > 0 el valor propio de H mds grande,
An > 0 el valor propio de H mds pequeno, {a;k} una sucesion determinada
por el método del descenso mds pendiente, k = ko(H) = (p(HTH))Y/? > 1
el condicionamiento o nimero de condicion espectral de H (para matrices
definidas positivas k = A1/, ). Entonces

(xk—l-l _ :Ck)T(ﬂfk _ .’Ek_l) —

Fa®)f ) =

oy N2
F - 1) = B () - 7).
o —1)2
FE = 6 < (16 - 1),
AR
0
0.

Segun los resultados anteriores, el método del descenso més pendiente
tiene convergencia global. La sucesién { f(z*)} tiene convergencia lineal. La
tasa de convergencia estd acotada superiormente por (k — 1)?/(k + 1)? =
(A1 — An)?/(M1 + An)?. Es decir, entre mas pequeiio sea el condicionamiento
(més cercano a 1), se garantiza una tasa de convergencia menor, o sea, una
convergencia mas rapida. Dicho de otra forma, la convergencia serd mejor
cuando A1 y A, sean semejantes. El caso “perfecto” se tiene cuando A\ = A,
o sea, kK = 1. Dos pasos consecutivos son ortogonales, o sea, la sucesiéon de
puntos {z*} avanza formando dngulos de 90 grados.

El primer ejemplo representa el caso ideal, A\; = A\,, K = 1. En el
segundo ejemplo x = 10, la cota superior para la tasa de convergencia es
0.6694 y la tasa de convergencia real en este ejemplo fue 0.1484, que aunque
relativamente pequena, permite bastante zigzagueo.

Para funciones no necesariamente cuadraticas se tiene el siguiente resultado
[Lue89:
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8.5. METODOS DE DIRECCIONES CONJUGADAS

Proposicion 8.4. Sean: f con sequndas derivadas parciales continuas, x*
un minimizador local de f, f"(x*) definida positiva, A1 > 0 su mayor valor
propio, A, > 0 su menor valor propio. Si {xk} es una sucesion determi-
nada por el método del descenso mds pendiente que tiende a x*, entonces la
sucesion { f(z*)} tiene convergencia lineal con tasa de convergencia menor
0 igual a (A1 — Mn)? /(A1 + Ap)2.

También hay resultados que garantizan la convergencia hacia un punto
critico si en lugar de calcular exactamente A}, se usa simplemente un \; que
cumpla la regla de Armijo [Baz93|.

Ejemplo 8.8. Utilizar el método del descenso mas pendiente para mini-
mizar f(z) = 10(z2 — 23)2 + (1 — x1)?, partiendo de z° = (3, 4).

Eooe e /(@) d X
0 3.0000 254.0000 604.0000 -604.0000 0.0016
4.0000 -100.0000 100.0000
1 2.0335 1.0743 0.0419 -0.0419 0.1161
4.1600 0.4979 -0.4979
2 2.0286 1.0598 3.1241 -3.1241 0.0029
4.1022 -0.2629 0.2629
3 2.0195 1.0454 0.0389 -0.0389 0.1076
4.1030 0.4952 -0.4952
10 1.9796 0.9603 2.6522 -2.6522 0.0031
3.9099 -0.1751 0.1751
20 1.9286 0.8625 2.2930 -2.2930 0.0033
3.7137 -0.1130 0.1130
30 1.8851 0.7835 2.0918 -2.0918 0.0034
3.5492 -0.0853 0.0853
&

8.5 METODOS DE DIRECCIONES

CONJUGADAS
Definicion 8.1. Sea H una matriz simétrica. Un conjunto de vectores
v, v?, ..., v son conjugados con respecto a H o simplemente H-

conjugados si
vV HY =0, Vi ]
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

Cuando la matriz H es simplemente la identidad se tiene el concepto
usual de ortogonalidad. Si H = 0 cualquier conjunto de vectores es H-
conjugado. Los métodos de direcciones conjugadas, para funciones cuadra-
ticas f(z) = 12THz + c"z estrictamente convexas (H definida positiva),
construyen direcciones H-conjugadas y convergen en un numero finito de
pasos.

Proposicién 8.5. Sean: f(z) = %:cTHx + cTx con H simétrica y definida

positiva, d*, d?, ..., d" direcciones H-conjugadas, x' un vector inicial cualquiera,]]
22, 23, ..., 2"t1 obtenidos como minimizadores a lo largo de las direcciones
dt, d%, ..., d", o sea, zFt! = 2F + )\de con N, = argmin f(z* + Ad*).

Entonces para k =1,2,...,n se cumple:

o f/(zF) &I =0 paraj=1,2,...k ,

£ = f ",
o Mt es el minimizador de f en Gen(dl, d, ..., dk) + 2t

n+1

o x = z* minimizador de f en R".

Gen(d',d?, ..., d*) es el subespacio vectorial generado por los vectores d!,
d?, ..., d*, es decir, €l conjunto de combinaciones lineales de d', d2, ..., d*.
La cuarta afirmacién de la proposicién es un caso particular de la tercera.
Maés aun, en algunos casos se puede obtener x* antes de la iteracion n. Lo
interesante de los métodos de direcciones conjugadas es que, por lo menos
tedricamente, a lo mas en n iteraciones se obtiene el minimizador. Si por
errores de redondeo, no se obtiene z* en n iteraciones, entonces se utiliza

2"t como nuevo x! para volver a empezar.

Los métodos de direcciones conjugadas mas conocidos son: el método
del gradiente conjugado, el método DFP (Davidon, Fletcher y Powell), el
método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno) y, en general, los
métodos de Broyden.

Los métodos de direcciones conjugadas se pueden aplicar también a fun-
ciones que no sean cuadraticas, pero ya no se puede garantizar la conver-
gencia finita. De todas formas son buenos métodos y en la medida en que
la funcién f sea parecida a una funcién cuadratica, en esa misma medida la
convergencia resulta mejor.
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8.6. METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO: GC

8.6 METODO DEL GRADIENTE
CONJUGADO: GC

Este método fue propuesto en 1952 por Hestenes y Stiefel para resolver
sistemas de ecuaciones Ar = b con matriz definida positiva. En 1964
Fletcher y Reeves lo adaptan para minimizacién de funciones cuadraticas
y no cuadraticas (resolver Az = b es equivalente a minimizar f(x) =
%xTAx — bz si A es definida positiva). Aunque no es tan bueno como
otros métodos de direcciones conjugadas, tiene dos grandes ventajas: su
sencillez y su pequena necesidad de memoria.

Para funciones cualesquiera, éste es el esquema del método GC:

datos: z!, MAXIT , Eg » -
para K =1,...,MAXIT
para k=1,...n
si ||f(z%)|| <&, ent parar
si k=1 ent d* = —f'(a)
sino
ar = [/ (@)B/I1f ("I
dF = —f,(CEk) 4 akdk_l
fin-sino
¥ = argmin f(z% + Ad¥),A > 0
l,k—f—l — :L'k + )\de
fin-para k&
CEl — xn—&-l
fin-para K

Obviamente se desea que el algoritmo acabe porque el gradiente es casi
nulo y no porque K > MAXIT. Una salida anormal es cuando f(z* + Ad¥) no
parece tener minimizador, lo que indica que f no tendria minimizador global.
Siempre en la primera iteraciéon d' = —f’(z!), o sea, siempre se empieza con
una iteracion del descenso mas pendiente. En cada iteracién la direccién es
la direccién del descenso mas pendiente modificada por la direccién anterior
para obtener, bajo ciertas condiciones, direcciones conjugadas.

Ejemplo 8.9. Utilizar el método del gradiente conjugado para minimizar
f(z1,22) = 10(wg — 23)? + (1 — 21)?, partiendo de x! = (3,4).
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

K k x f(x) I(x) « d A
1 1 3.0000 254.0000 604.0000 -604.0000 0.0016
4.0000 -100.0000 100.0000
2 2.0336 1.0743 0.0798 6.BE-7 -0.0802 0.4355
4.1600 0.4887 -0.4886
2 1 1.9987 1.0201 5.8024 -5.8024 0.0030
3.9472 -0.9519 0.9519
2 1.9815 0.9690 0.0780 0.0067 -0.1170 2.7545
3.9501 0.4756 -0.4692
3 1 1.6592 0.5253 7.6424 -7.6424 0.0042
2.6575 -1.9058 1.9058
2 1.6271 0.3965 0.0893 0.0022 -0.1060 2.3540
2.6655 0.3580 -0.3538
8 1 1.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.0000 &

Proposicién 8.6. Para funciones cuadrdticas estrictamente convezxas, o
sea, f(x) = %xTHx + cTx, con H definida positiva, el método GC genera

direcciones de descenso y conjugadas con respecto a H.

Obviamente se tienen todas las propiedades ya vistas, de métodos de
direcciones conjugadas, como por ejemplo convergencia en, a lo mas, n it-
eraciones. Ademds, si se conoce explicitamente la matriz H, el calculo del
A% no requiere minimizacién en una variable sino simplemente aplicar una
férmula:

d*" f'(a*)
AT HdF

(—f/(2%) + agdt =) f/ (%)
B dkT H gk
1F/(29)]13 — apd*1" f(2F)

dk" H dk

|1 ()15

dET Hdk

AL (8.31)

Si la funcién es cuadratica y estrictamente convexa, pero no se conoce
explicitamente la matriz H, entonces de todas formas con una sola interpo-
lacién cuadratica se obtiene A7.
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8.7. METODO DE DAVIDON, FLETCHER Y POWELL: DFP

Ejemplo 8.10. Utilizar el método del gradiente conjugado para minimizar
f(z1,22,73) = 10(x1 + 22 + 23)? + 223 + 22, partiendo de x! = (3,4,5).

K k x f(x) f(x) a d A*
1 1 3.0000 1497.0000 240.0000 -240.0000 0.0161
4.0000 256.0000 -256.0000
5.0000 250.0000 -250.0000
2 -0.8683 0.9795 -0.4773 1.8E-5 0.4730 0.4097
-0.1262 -0.9820 0.9774
0.9706 1.4638 -1.4683
3 -0.6745 0.2963 -0.6238 0.1878 0.7126 0.9464
0.2743 0.4734 -0.2898
0.3690 0.1141 -0.3899
2 1 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
Se puede comprobar que las direcciones obtenidas: d' = (—240, 256,

—250), d*> = (0.4730,0.9774,—1.4683), d* = (0.7126, —0.2898, —0.3899),
son conjugadas con respecto a H, es decir, dY"Hd> = 0, & "Hd = 0,
d2"Hd? = 0, donde

20 20 20
H=f"(z)=]20 24 20
20 20 22

8.7 METODO DE DAVIDON, FLETCHER Y
POWELL: DFP

Este método fue propuesto por Davidon en 1959 y desarrollado por Fletcher
y Powell en 1963. También es un método de direcciones conjugadas para
funciones cuadraticas. En el método de Newton d¥ = —(f”(a:k))_lf’(:ck),
en el método DFP d* = —DFf/(zF). Por esta razén el método de DFP es
uno de los métodos llamados cuasi-Newton. El método DFP también es
conocido con el nombre de métrica variable. Bajo ciertas condiciones
en el método DFP se puede llegar a D* = (f”(x*))_l. Si D* es definida
positiva y f'(zF) # 0, entonces dF" f'(zF) = —f/(«*)" DF f'(2*) < 0, luego
d* es una direccién de descenso.
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

De manera semejante al GC, una iteracion completa estd compuesta por
n subiteraciones, se parte de 2! y se llega a z™*!. Si al final de las n sub-
iteraciones no se tiene una buena aproximacién de la solucién, entonces el
punto 2"+ obtenido se convierte en un nuevo x! para empezar otra iteraciéon
completa. Para funciones cualesquiera, este es el esquema del método DFP:

datos: z!, €g, MAXIT,...
para K =1,...,MAXIT
para k=1,...,n
si ||f'(z¥)]| < e, ent parar
si k=1 ent D' =1 o una matriz def. pos.
sino
p=ab -2kl g = f(aF) - f'(zF1), s =DFq
Dk — pk-1 + %ppT _ LSST
pPq
fin-sino
dk — —Dkf’(xk)
* = argmin f(z* + Ad¥),A > 0
karl — .%'k 4 AZ dk
fin-para k
! = gl
fin-para K

Obviamente se desea que el algoritmo acabe porque el gradiente es casi
nulo y no porque K > MAXIT. Una salida anormal es cuando f(z* + Ad*) no
parece tener minimizador, lo que indica que f no tendria minimizador global.
Si D' = I, entonces d' = —f’(z!), o sea, se empieza con una iteracién del
descenso més pendiente. Si se calculara D! serfa una aproximacién de
la inversa de la matriz hessiana en puntos cercanos al minimizador. Para
funciones cuadriticas D"t = H~1,

La matriz D se modifica en cada iteracién sumandole una matriz C,
llamada matriz de correccion

DF = DFlyCk
1 T 1 T
ol k kT Sk kT
kaqkp p Skqu

Esta matriz de correccion es igual a una suma de dos matrices simétricas
de rango uno, por eso el método de DFP hace parte de los métodos con
nombre correccién de rango dos.
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8.7. METODO DE DAVIDON, FLETCHER Y POWELL: DFP

Proposicién 8.7. En el método DFP para una funcion cualquiera:

e Las matrices D* son definidas positivas.
e Las direcciones son de descenso.

e Sien cada iteracion no se escoge un minimizador exacto, pero pTq > 0,
entonces las matrices D* son definidas positivas.

e Si x! estd suficientemente cerca de x*, el método tiene convergencia
superlineal.

e Si f es estrictamente conveza, la convergencia es global.

La convergencia se llama global cuando no depende del punto inicial.

Ejemplo 8.11. Utilizar el método DFP para minimizar f(x1,x2) = 10(xy—
22)% + (1 — z1)?, partiendo de x! = (3,4).

K k x flx)  fl(z) D, D.o d A
1 1 3.0000 254.0 604.00 1.0000 0.0000 -604.00 0.0016
4.0000 -100.00 0.0000 1.0000 100.00
2 2.0335 1.074 0.0419 0.0285 0.1617 -0.0817 0.4574
4.1600 0.4979 0.1617 0.9731 -0.4913
2 1 1.9961 1.017 5.92565 1.0000 0.0000 -5.9255 0.0030
3.93563 -0.9852 0.0000 1.0000 0.9852
2 1.9785 0.963 0.0789 0.0616 0.2346 -0.1162 2.7675
3.9382 0.4746 0.2346 0.9414 -0.4653
3 1 1.6570 0.522 7.6152 1.0000 0.0000 -7.6152 0.0042
2.6505 -1.9014 0.0000 1.0000 1.9014
2 1.6250 0.394 0.0892 0.0866 0.2743 -0.1057 2.3577
2.6585 0.3572 0.2743 0.9176 -0.3522
8 1 1.0000 0.000 0.0001 1.0000 0.0000 -0.0001 0.0098
1.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
2 1.0000 0.000 0.0000
1.0000 0.0000

Si se hubiera hecho el célculo de las matrices D"t se hubiera obtenido
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

0.0238 0.1197 0.2029 0.7789 0.2467 0.7819
0.1197 0.6262] ’ 0.7789 3.0124| ~’ 0.7819 2.5024] ’

0.5002 1.0008
1.0008 2.0526|

que son aproximaciones de la inversa de la matriz hessiana:
ne s | 82 —40 n, +v\—1 _ [0.50 1.00
F) = [—40 20 ] ’ (f (@ )) B [1.00 2.05] - ©

Proposicién 8.8. En el método DFP si f(x) = %xTHx—i—ch con H definida
positiva, entonces

e las direcciones son H-conjugadas,
e se obtiene x* en a lo mds n iteraciones,

e si D' = I se obtienen direcciones equivalentes a las del GC y los

mismos x.

Ejemplo 8.12. Utilizar el método DFP para minimizar f(x1,x2,23) =
10(w1 + 22 + 23)2 + 223 + 23, a partir de 2! = (3,4,5).

Ver la tabla de resultados al final del capitulo.
Si se hubiera calculado la matriz D™t! se hubiera obtenido
0.8000 —0.2500 —0.5000

—0.2500 0.2500  0.0000 |,
—0.5000 0.0000  0.5000

que es exactamente la inversa de la matriz hessiana.

20 20 20
F'(z*) = [20 24 20
20 20 22

Las 3 direcciones obtenidas son iguales o equivalentes a las obtenidas en el
método GC para este mismo ejemplo. <
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8.7. METODO DE DAVIDON, FLETCHER Y POWELL: DFP

Algunas de las ideas importantes de la presentacién del método DFP
hecha anteriormente son:

D' = 1,

d* = —D'f'(a"),

Dk — Dk:—l + Ck‘
Dn+1 ~ (f”(l‘*))_l.

Existe otra presentacién del método DFP, obviamente equivalente a la
anterior, pero donde se trabaja con matrices B que corresponden a las in-
versas de las matrices D:

Bl = 1,
resolver BFdF = —f'(a"),
B* = B+ EF

Bn+1 ~ f”(:l:*).

Las férmulas precisas que definen esta otra presentacion del método DFP
son:

B'=1T
resolver BFdF = — f' (%)
p=aF — b
¢ =f"(") = [
uw= BFp
Yy=p'u
p=r'q
1 1
w=-q— —u
P

1 1
BF = Bkl _ ;uuT + ;qu + yww™.
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

Ejemplo 8.13. Utilizar el método DFP para minimizar f(x1,x2,23) =
10(w1 + 22 + 23)2 + 223 + 23, a partir de 2! = (3,4, 5).

Ver la tabla de resultados al final del capitulo.

Si se hubiera calculado la matriz B™*! se hubiera obtenido

20 20 20
20 24 20(. <
20 20 22

8.8 METODO DE BROYDEN, FLETCHER,
GOLDFARB Y SHANNO: BFGS

Es semejante al método DFP, construye direcciones conjugadas y tiene las
propiedades de estos métodos. También es un método cuasi-Newton, con
correccion de rango dos. El método DFP y el BFGS son casos particulares
de la familia de métodos de Broyden. El método BFGS es bastante popular
y, segin muchos ensayos hechos, es numéricamente mejor que el DFP. Otra
ventaja es que si en el BFGS no se hace minimizacién exacta en una direccion
sino minimizacién imprecisa que cumpla el criterio de Goldstein y el de
Wolfe-Powell se puede garantizar convergencia global. Para el DFP no hay
resultado andlogo.

La tnica diferencia con respecto al método DFP consiste en la manera
como se hace la correcién de D*~! para obtener DF.

1 qkTSk k kT 1 k kT k kT
Ck LT Lk 1 + LT kL pp - LT K (p S + s p ) )
P g p* g (8.32)

DF = Dk-1 4 Ok,

Ejemplo 8.14. Utilizar el método BFGS para minimizar f(z1,z2) = (1 —
71)% +10(xy — 2%)2, a partir de 2! = (3,4).

Ver tabla de resultados mas adelante.

Si se hubiera calculado la matriz D"t! se hubiera obtenido

0.0265 0.1303 0.2350 0.8806 0.2793 0.8653
0.1303 0.6684 |’ 0.8806 3.3349 |’ 0.8653 2.7158
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METODO BFGS
datos: z', €g, MAXIT, ...
para K =1,...,MAXIT
para k=1,...n
si ||f/(«*)|| <&, ent parar
si k=1 ent D' =1 o una matriz def. pos.
sino
p=aF —abl g = f'(aF) - f'(a"1), s = D¥q, v =pTq
DF = DR L Lo L 4 s
fin-sino ! !
dk — —Dkf/(.’L'k)
Ap = argmin f(z* + Ad¥),A > 0
wk—l—l — wk + )‘Zz dk
fin-para k&
3:1 — xn+1
fin-para K

0.5002 1.0008
1.0008 2.0526 |-

Los puntos z* obtenidos son los mismos del método DFP, algunas matrices
DF cambian ligeramente. Como se vera en el ejemplo siguiente las matrices
DF no son siempre iguales en los dos métodos. <

Ejemplo 8.15. Utilizar el método BFGS para minimizar la funciéon
f(z1,22,73) = 10(x1 + 22 + 23)? + 223 + 23, a partir de 2! = (3,4, 5).

Ver la tabla de resultados al final del capitulo.

Si se hubiera calculado la matriz D™t! se hubiera obtenido

0.8000 —0.2500 —0.5000
—0.2500  0.2500  0.0000 |,
—0.5000  0.0000  0.5000

que es exactamente la inversa de la matriz hessiana. <

Para el método BFGS también existe una presentaciéon con matrices B

Bl =1
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K k x flx)  fl(x) D, D., d
1 1 3.0000 254.0 604.00 1.0000 0.0000 -604.00
4.0000 -100.00 0.0000 1.0000 100.00
2 2.0335 1.074 0.0419 0.0285 0.1617 -0.0817
4.1600 0.4979 0.1617 0.9731 -0.4913
2 1 1.9961 1.017 5.925656 1.0000 0.0000 -5.9255
3.9353 -0.9852 0.0000 1.0000 0.9852
2 1.9785 0.963 0.0789 0.0620 0.2361 -0.1169
3.9382 0.4746 0.2361 0.9474 -0.4683
3 1 1.6570 0.522 7.6152 1.0000 0.0000 -7.6152
2.6505 -1.9014 0.0000 1.0000 1.9014
2 1.6250 0.394 0.0892 0.0868 0.2749 -0.1059
2.6585 0.3572 0.2749 0.9196 -0.3530
8 1 1.0000 0.000 0.0001 1.0000 0.0000 -0.0001
1.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
2 1.0000 0.000 0.0000
1.0000 0.0000

Ejemplo 8.14

resolver BFd* = — f/(2F)
p=ab — gk
q=f'(z") = f'(a")
1 1
k _ pk—1 T k. . T nk

)\*

.0016

.4574

.0030

. 7498

.0042

.35625

.0098

Es interesante observar la “dualidad” o “complementariedad” que existe

entre las férmulas de D y de B en los métodos DFP y BFGS:

1
DL — Dk p T

k Tk
p'q qTD’“qD %

T Bk 1 1
Bkl — pF 4 (1 + 2 p) —qq" — s (quBk + B’“qu) 7

qTp
T Nk

(DFP)

(DFP)

D 1 1
Dkt = pFk + (1 + 4 q> TPPT — qu (quDk + Dkqu> , (BFGS)

pTq

Bk‘-i—l — Bk: + 7qu _ Bk:ppTBk‘
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8.9. METODO CICLICO COORDENADO CONTINUO

8.9 METODO CICLICO COORDENADO
CONTINUO O EXACTO: CCC

Este es un método de descenso que no utiliza derivadas sino simplemente los
valores de la funcién. La idea es muy sencilla, se trata de minimizar primero
a lo largo de la primera direccién canénica e! = [1 0 ... 0]F, enseguida a
lo largo de ¢2 = [0 1 0...0]" ... y, finalmente, a lo largo de la direccién
e” =10 0...0 1]7 y de nuevo volver a repetir el proceso hasta que haya
convergencia o hasta que haya indicios de problemas.

datos: z°, ¢,, MAXIT, ...
para para k =0,...,MAXIT
T
para j=1,...,n
A} = argmin fy7 + Xed)
Yl =yl + el
fin-para j
ghtl = yn+l

k1 _

si ||z 2¥|| < ¢, ent parar

fin-para k

Ejemplo 8.16. Utilizar el método ciclico coordenado continuo para mini-
mizar f(z) = 10(z2 — 23)? + (1 — x1)? partiendo de z° = (3,4).

, 1 j+1 ;

koooaf a5 fEF) 5N yl v T
0 3.0000 4.0000 254.00 1 -1.0062 1.9938 4.0000 0.994

2 -0.0249 1.9938 3.9751 0.988

1 1.9938 3.9751 0.988 1 -0.0062 1.9875 3.9751 0.981

2 -0.0248 1.9875 3.9502 0.975

2 1.9875 3.9502 0.975 1 -0.0062 1.9813 3.9502 0.969

2 -0.0248 1.9813 3.9256 0.963

30 1.8135 3.2887 0.662 1 -0.0062 1.8073 3.2887 0.657
2 -0.0223 1.8073 3.2663 0.652

o

Ejemplo 8.17. Utilizar el método de ciclico coordenado continuo para min-
imizar f(x) = 10z} + 23 partiendo de 2% = (2, 3).
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CAPITULO 8. MINIMIZACION SIN RESTRICCIONES

koo oaf a5 fEF) X AT, AR A (AR
0 2.0000 3.0000 49.000 1 -2.0000 0.0000 3.0000 9.000
~3.0000 0.0000 0.0000 0.000
0.0000 0.0000 0.0000 0.000
0.0000 0.0000 0.0000 0.000

1

2

1 0.0000 0.0000 0.000 1
2
En el ejemplo 8.16 la convergencia es muy lenta. En el ejemplo actual

la convergencia es muy répida, las curvas de nivel de f(x) = 1022 + 23 son
elipses con ejes paralelos a los ejes coordenados. Si se aplica el método ciclico

a f(z) =10(z1 + 22 — 3)? 4 (z1 — 22+ 1)?, cuyas curvas de nivel son elipses,
pero con ejes inclinados, la convergencia resulta lenta. <

8.10 METODO CICLICO COORDENADO
DISCRETO O INEXACTO: CCD

Este es un método de descenso, que no utiliza derivadas sino simplemente los
valores de la funcién. La idea es muy sencilla, se trata de encontrar un punto
mejor, primero a lo largo de la primera direccién canénica e! =[1 0 ... 0]T,
enseguida a lo largo de e2 = [0 1 0 ... 0]T ... y, finalmente, a lo largo de la
direccién e = [0 0 ... 0 1]". De nuevo se vuelve a repetir el proceso hasta
que haya convergencia o hasta que haya indicios de problemas. Dicho de
otra forma, para cada direcciéon candnica en el método ciclico coordenado
continuo se encuentra )\;, en el método discreto basta con encontrar un A\;

tal que

7+ Xe?) < F(y),

entonces

Y =yl + N\jel.
Si no es posible encontrar el A; adecuado,

- .
yj+ =y,

La busqueda de un punto mejor estd limitada por el tamano de A, es
decir, dado un € (que puede ser un ¢; dependiente de j), se desea buscar un

Aj tal que [\j| > ey fly + )‘jej) < fly).
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Es muy probable que el método discreto requiera mas iteraciones que el
continuo, pero es posible que el nimero de evaluaciones de f sea menor, y
asi también el tiempo total sea menor.

datos: 2°, e, €1, ..., €n, MAXIT, ...
para k=0,...,MAXIT
y! = ok
para j=1,...,n
buscar \; tal que [\;| >¢; v f(y/ + N\jed) < f(y?)
si se encontrd tal \; ent y/T! =yl + \je/
sino 3/t = ¢/
fin-para j
g+l = gt

E+1

si |z z¥|| < e, ent parar

fin-para k

La busqueda de A; puede hacerse por medio del algoritmo visto en la
seccién 7.9, en la parte correspondiente a encontrar un punto mejor en el
método de los tres puntos, donde x = ¢/, d = e/, A\g = 0. El valor de 19 no
debe ser ni muy pequeno ni muy grande y puede estar relacionado con el
ultimo cambio en esa direccién, o sea, con )\g’? — )\?71. Si el 79 de la primera
iteracién es pequeno, en cada iteracién se encuentra un punto mejor, pero
muy cercano al anterior. Esto se puede evitar en parte, aumentando en cada
iteracién el tamafio del 79, por ejemplo tomando 19 = 2()\9? — )\;?_1).

Ejemplo 8.18. Utilizar el método ciclico coordenado discreto para mini-
mizar f(z) = 10(z2 — 23)? + (1 — x1)? partiendo de z° = (3,4).

o

Aj /R S L (VAR
21,0000 2.0000 4.0000  1.000
0.0000 2.0000 4.0000  1.000
-0.0078  1.9922 4.0000  0.994
0.0312 1.9922 3.9688  0.984
-0.0078 1.9844 3.9688  0.979
0.0312 1.9844 3.9375  0.969
0.0078 1.9766 3.9375  0.963
0.0312 1.9766 3.9062  0.954

v @y f@h)
0 3.0000 4.0000 254.000

1 2.0000 4.0000  1.000
2 1.9922 3.9688  0.984

3 19844 3.9375  0.969

N = DN =N =N =S,
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8.1 METODO DE HOOKE Y JEEVES
CONTINUO O EXACTO: HJC

Este es un método de descenso, que no utiliza derivadas sino simplemente
los valores de la funcién. Es una mejora del método ciclico coordenado
continuo. Dado un z° se hace una iteracién completa (n subiteraciones)
del método ciclico coordenado para obtener z!. A partir de z! se hace
una minimizacién en la direccién d' = z' — 20 y, en seguida, otra vez el
método ciclico para obtener 2. A partir de 22 se hace una minimizacién en
la direccién d?> = 22 — 2! y de nuevo el método ciclico para obtener 23, y
asi sucesivamente. La direccién d¥ = 2 — 2*~! representa el resumen de la
iteracion anterior y muestra hacia donde tiende a mejorar la funcién f.

datos: z¥, ., MAXIT, ...
a partir de 2° obtener ! (mét. CCC)
para k=1,... MAXIT
dk — ok _ k1
si ||d*|| < e, ent parar
A; = argmin f(z* + \d¥)
yt =2k + /\de
a partir de y' obtener y"*! (mét. CCC)
gkl = gt

fin-para k

Ejemplo 8.19. Utilizar el método de Hooke y Jeeves continuo para mini-
mizar f(z) = 10(xg — 22)? + (1 — 21)? partiendo de 2° = (3,4).

Ver la tabla de resultados al final del capitulo.

También existe un método de Hooke y Jeeves discreto o inexacto. En
cada iteracién, en lugar de hallar A\ minimizador de f(x* + \d¥), se obtiene
simplemente un punto y' = zF + \od* mejor que z*. Ademsds, a partir de
y! se utiliza el método ciclico coordenado discreto para obtener y" 1.

EJERCICIOS

En los ejercicios 8.1 a 8.15 estudie el problema propuesto, averigiie cuales
métodos puede usar, use algunos de ellos, compare los resultados y la rapi-
dez, verifique si el punto obtenido es punto critico, minimizador, mini-
mizador global. Use también puntos iniciales diferentes al propuesto.

8.1 Minimizar f(z1,72) = 2] + 23, con 2° = (3,4).
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8.11.

METODO DE HOOKE Y JEEVES CONTINUO: HJC

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

Minimizar f(x1,x2
Minimizar f(x1,zo

Minimizar f(x1,xo

)=
)=
)=
2) =

Minimizar f(z1,x
(

(1 + 22 — 3)2+ (71 — 22+ 1)%, con 20 = (1, 2).
102% + 23, con 20 = (2, 3).

(1 + 22 — 3)2+ (71 — 22+ 1)%, con 20 = (3,5).

= 10(x1 +22—3)%+ (z1 —22+1)2, con 2° = (3,5).

Minimizar f(z1,z2,73) = 10(x1+22+23)2+223+2%, con 2° = (3,4,5).

Minimizar f(x
Minimizar f(x1,x2
Minimizar f

T1,T2

Minimizar f(x1, 2o

Minimizar f(x1,x2
Minimizar f(x1,x2

Minimizar f(x1,x2

(z1,22) =
(z1,22) =
f(xr,22) =
(21, 22) =
Minimizar f(z1,x2) =
(z1,22) =
(z1,22) =
fxr,20) =
fxr,2) =

Minimizar f(x1, 2o

10(xg — 22)2 + (1 — 21)?, con 2° = (3,4).

(1 — 22)* + (1 — 21)2, con 2% = (3,2).
1+ 22122 + 322, con 2% = (4,5).
3+ 22129 + 322, con 20 = (4,5).
sen (r172), con z¥ = (0,0).
sen (7172), con z¥ = (1.5, —1.5).
(1 — 1)% 4+ €% + 22 — 229 + 1, con 20 = (2, 3).
(z1 + 22) /(23 + 23 + 1), con 20 = (2, -2).

(2 — 22)%, con 20 = (3,4).
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X

.0000
.0000
.0000
.8683
.1262
.9706
.6745
.2743
.3690
.0000
.0000
.0000

x

.0000
.0000
.0000
.8683
.1262
.9706
.6745
.2743
.3690
.0000
.0000
.0000

f(z)

1497.00

0.9795

0.2963

0.0000

f(z)

1497.00

0.9795

0.2963

0.0000

f'(=)

.0000
.0000
.0000
.4743
.9820
1.4638
.6238
0.4734
0.1141
0.0000
0.0000
0.0000

f'(=)

240.00
256.00
250.00
.4743
.9820
1.4638
.6238
0.4734
0.1141
0.0000
0.0000
0.0000

D,y

.0000
.0000
.0000
.6935
.3276
.3167
.7152
.2155
.4536

B4

.0000

0.0000

20.
20.
19.
20.
19.
19.

.0000

0174
3233
6522
0815
9381
9851

Ejemplo 8.12

D.o

.0000
.0000
.0000
.3276
.6499
.3385
.2155
.2360
.0189

B.o

O = O

20.
22.
21.
19.
24.
20.

Ejemplo 8.13

214

.0000
.0000
.0000

3233
7188
0016
9381
0469
0113

Das

.0000
.0000
.0000
.3167
.3385
.6727
.4536
.0189
.4746

B.3

= O O

19.
21.
21.
19.
20.
22.

.0000
.0000
.0000

6522
0016
3082
9851
0113
0027

-240.00
-256.00
-250.00
0.4730
0.9773
-1.4682
0.6000
.2440
.3282

-240.00
-256.00
-250.00
0.4730
0.9773
.4682
0.6000
. 2440
.3282

)\*

0.0161

0.4097

1.1241

A*

0.0161

0.4097

1.1241
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.0000
.9938
.9875

.6312

.0043

Ejemplo 8.19

215

x f(z) f'(z) D, D.o
.0000 1497.0000 240.0000 1.0000 0.0000
.0000 256.0000 0.0000 1.0000
.0000 250.0000 0.0000 0.0000
.8683 0.9795 -0.4743 0.6935 -0.3276
.1262 -0.9820 -0.3276 0.6500
.9706 1.4638 -0.3167 -0.3385
.6745 0.2963 -0.6238 0.8435 -0.2677
.2743 0.4734 -0.2677 0.2572
.3690 0.1141 -0.5238 -0.0097
.0000 0.0000 0.0000
.0000 0.0000
.0000 0.0000
Ejemplo 8.15
ok F(a*) di d
4.0000 254.0000
1 -1
2 -0
3.9751 0.9876 -1.0062 -0.0249 0
1 0
2 -0
3.9501 0.9751 -0.0063 -0.0250 50
1 -0
2 -0
2.6607 0.3984 -0.3563 -1.2893 0
1 -0
2 -0
1.0087 0.0000 -0.0361 -0.0738 0
1 -0
2 0

D.g d
0.0000 -240.0000
0.0000 -256.0000
1.0000 -250.0000

-0.3167 0.4730
-0.3385 0.9774
0.6727 -1.4683
-0.5238 0.7126
-0.0097 -0.2898
0.5130 -0.3899
X3 AR A
.0062 1.9938 4.0000
.0249 1.9938 3.9751
.0063 1.9874 3.9749
.0000 1.9875 3.9749
.0248 1.9875 3.9501
.8015 1.6685 2.6801
.0373 1.6312 2.6801
.0193 1.6312 2.6607
.4138 1.4837 2.1272
.0306 1.4531 2.1272
.0156 1.4531 2.1116
.1183 1.0001 1.0000
.0001 1.0000 1.0000
.0000 1.0000 1.0000

)\*

0.0161

0.4097

0.9464

fyth

.9938
.9876
.9813
.9813
.9751
.5645
.4021
.3984
.2892
.2078
.2053

O O O O O O O O O o o

o

.0000
.0000
0.0000

o
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Capitulo 9

METODOS DE
PENALIZACION Y DE
BARRERA

En estos métodos se trata de resolver problemas de minimizacién con restric-
ciones mediante métodos de minimizacion para problemas sin restricciones.
Para esto se construye una funciéon F' que tenga en cuenta tanto la funcion
f como las restricciones. En el método de penalizacién se parte de puntos
no admisibles y, poco a poco, se obtienen puntos cercanos a la frontera y si es
del caso puntos admisibles interiores. En el método de barrera se inicia con
un punto interior y si es necesario se construyen puntos interiores cercanos
a la frontera, pero nunca en la frontera.

9.1 METODO DE PENALIZACION

Consideremos el PMDI, un problema de minimizacién con desigualdades e
igualdades:

min f(x) (PMDI)

0,i=1
() =0, j=1,..,1L

Para construir la funcién F' se necesita usar una funcién P que indique
si un punto es admisible, mas exactamente, P(x) = 0 si x es admisible, y
P(z) > 0 si z no es admisible, y obviamente P(z) debe aumentar en la
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CAPITULO 9. METODOS DE PENALIZACION Y DE BARRERA

medida en que x incumple cada vez mas las restricciones. Una manera de
construir P es la siguiente:

m l

P(z) = ®i(gi(x)) + Y _ ¥(hy(x)) (9-1)

i=1 j=1

donde ®;,¥; : R — R son continuas y de preferencia derivables una o dos
veces. Las funciones ®; pueden ser iguales o diferentes, de igual forma las
funciones ¥; pueden ser iguales o diferentes.

Las funciones ® deben tener por lo menos las siguientes caracteristicas:

e & es continua en R,

e O(t)>0sit >0,

o B(t)=0sit<0,

e (1) es estrictamente creciente si t > 0.

Ejemplos de funciones ® son:

®(t) = max{0,t},
o(t) = (max{0,t})’ , p>1

Obviamente estas caracteristicas se conservan si se multiplica por una con-
stante positiva.

Las funciones ¥ deben tener por lo menos las siguientes caracteristicas:

e U es continua en R,

t)>0sit#0,

w(t)
U(t)=0sit=0,

e U(t) es estrictamente creciente si t > 0,
w(t)

t) es estrictamente decreciente si ¢ < 0.

Ejemplos de funciones ¥ son:

w(t) = [t
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9.1. METODO DE PENALIZACION

T(t) = t%
w(t) = [tf, p=1.

Obviamente estas caracteristicas también se conservan si se multiplica por
una constante positiva.

Es claro que la funcién P definida segtin 9.1, usando funciones ®;, ¥;
adecuadas, puede “medir” la inadmisibilidad de un punto: si P(z) = 0,
entonces z es admisible, y a mayor valor de P(z) mayor inadmisibilidad.

La funciéon F' que va a ser minimizada, y que tiene en cuenta f y las
restricciones es

Fx) = f(z) + pP(z), p >0

Si el valor de p es grande, al minimizar F' va a ser muy importante la
inadmisibilidad. Si g es cercano a cero al minimizar F' va a preponderar f
y es posible que el punto que se obtenga diste mucho de ser admisible. Para
tratar de evitar estos inconvenientes, se empieza con un valor de p pequeinio
y se obtiene un minimizador. Si éste es admisible o casi admisible se detiene
el proceso. De lo contrario se aumenta el valor de p y se vuelve a empezar.
Ma3és exactamente:

datos: 2°, ¢, o >0, B> 1, MAXIT
para k =0,...,MAXIT
partiendo de zF encontrar
2¥+1 minimizador de F(z) = f(z) + upP(z)
si uP(z*t!) < ¢ ent parar
sino pigy1 = Bk
fin-para k

Ejemplo 9.1. Usar el método de penalizaciéon para el siguiente problema:

min f (1, z2) = 27 — 23
—x1+2 < 0
—r9+3 < 0
r1+x2—10 = O,

con 2V = (0,0), po=0.1, =10, ®(t) = (max{0,t})?, ¥(t) = 2.

F(z1,20) = a2-23+ ,u[(max{(),—:vl +2})% + (max{0,-z + 3})?

+(z1 + x2—10)2]
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koo ot w5t fEh  PEMY) P
0 0.1 no hay minimizador

1 1 no hay minimizador

2 10 0.8989 10.1124 -101.4518 2.2351 22.3507
3 100 1.8992 8.1826 -63.3488 0.0169 1.6860
4 1000 1.9900 8.0180 -60.3287 0.0002 0.1644
5 10000 1.9990 8.0018 -60.0328 1.64E-6 0.0164
6 100000 1.9999 8.0002 -60.0033 1.64E-8 0.0016

<&

La principal ventaja del método de penalizacién es que facilmente se
puede adaptar un programa de computador de minimizacién sin restric-
ciones para un PMDI. Ademsds, se tiene convergencia global. Sin embargo,
computacionalmente presenta dificultades y no es muy eficiente.

Proposicién 9.1. Sea {2*} una sucesion de vectores generada por el método
de penalizacion. Entonces cualquier punto limite de la sucesion es solucion
del PMDI.

9.2 METODO DE BARRERA

El método de barrera se aplica a problemas sin igualdades:

min f(x)
gi(z) < 0,i=1,...m
o simplemente
min f(x)
g(z) < 0,

donde g : R" — R™, g(z) = (91(z), g2(x), ..., gm(x)), las funciones f, g; son
continuas y, ademas, el conjunto admisible A tiene interior no vacio

.Zl:{x:g(x)<0}7é@.

[e)
El método de barrera trabaja en puntos de A y “castiga” a los puntos
que se acercan a la frontera, es decir, a los puntos que se acercan a saturar
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9.2. METODO DE BARRERA

una desigualdad. Por esta razén hace parte de los métodos de punto interior.
Actualmente, los métodos de punto interior son un tema importante de in-
vestigacién. En particular, son muy tutiles para problemas de programacién
lineal muy grandes.

Para trabajar con puntos interiores se define una funcién de barrera B
que aumenta su valor cuando los puntos estdn cerca de la frontera

Ba) =3 xi(gi(a)).
=1

Las funciones y deben tener por lo menos las siguientes caracteristicas:

e X esta definida, es continua y estrictamente creciente en | — oo, 0]

e x(t) — +o0 cuando t — 0.

Ejemplos de funciones x son:

X = -,
X)) = —log(—1).

En el método de barrera se minimiza una funcién F' que tiene en cuenta
al mismo tiempo la funcién objetivo f y la funcion de barrera B:

F(a) = f(z) + uB(x).

El esquema del algoritmo es semejante al de penalizacion, con algunas
diferencias importantes. Es necesario iniciar con un punto admisible, més
exactamente g(z°) < 0. El valor de u disminuye en cada iteracién.

datos: z° € A, €, o >0, B €]0,1[, MAXIT
para k=0,...,MAXIT
partiendo de z* encontrar
2Ft1 minimizador de F(z) = f(z) + purB(z)
si uB(z*t!) < ¢ ent parar
sino g1 = Bk
fin-para k&

Un detalle muy importante para tener en cuenta es que cuando x no es
admisible, la funcién B puede tomar valores més pequenos que para puntos
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admisibles, o peor aun, puede no estar definida. Entonces un programa
de computador para implementar este método no debe permitir evaluar la

funcién F' en puntos no admisibles o de la frontera.

Ejemplo 9.2. Usar el método de barrera para el siguiente problema:

min f(z1, ) = 23
—r1+2 <0
—x2+3 <0
1 +x9—10 <0,

2

— x5

con 2° = (3.5,3.5), uo =10, B =0.1, x(t) =

F(z1,20) = 25 — 22 + 1

ko A

0 10 2.7227
1 1 2.2263
2 0.1 2.0710
3 0.01 2.0224
4 0.001 2.0071
5 0.0001 2.0022
6 0.00001 2.0007
7 0.000001 2.0002

En los ejercicios 9.1 a 9.5 estudie el problema propuesto, averigiie cuéles

—1/t.
-1 n —1 N -1
—z1+2 —m9+3 1z +ae—10]|
k
A ) B B
6.4229 -33.8402 2.8462 28.4623
7.5162 -51.5378 8.5248 8.5248
7.8492 -57.3211 26.8237 2.6824
7.9525 -59.1528 84.7495 0.8475
7.9850 -59.7320 267.8918 0.2679
7.9953 -59.9153  847.0252 0.0847
7.9985 -59.9731 2676.4114 0.0268
7.9995 -59.9915 8430.7449 0.0084
&
EJERCICIOS

métodos puede usar, use algunos de ellos. Obtenga un punto inicial.

9.1 Minimizar f(z1,72) = 22 + 22 sujeto a x1 + 29 > 4, 221 + 13 > 5,

xz > 0.

9.2 Minimizar f(x1,22) = (1 — 3)? + (22 — 2)? sujeto a
z1 >0, —z1+2<0.
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9.2. METODO DE BARRERA

9.3

9.4

9.5

Minimizar f(z1,72) = (1 + 1)2 + (22 + 1)? sujeto a 1 + 22 < 1,
—x1—12 < =1,z >0.

Minimizar f(z1,2z2) = 3z1 + 4z sujeto a x1 + 2x9 > 2, x > 0.

Minimizar f(z1,72) = 23 +223+1179— 521 — 622 sujeto a x1 425 < 4,
3x1+ 222 <8, x> 0.
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Capitulo 10

METODOS DE
MINIMIZACION CON
RESTRICCIONES

Una clase de métodos para problemas de PNL es la de los métodos princi-
pales o “primales”. En un método primal se trata de resolver el problema
directamente en el conjunto admisible. Se empieza con un punto admi-
sible, se construye una direccién admisible de descenso, se minimiza a lo
largo de ella y se obtiene otro punto admisible mejor que el anterior. Si
el proceso se detiene antes de llegar a la solucién, de todas formas se tiene
un punto factible, posiblemente no muy alejado del minimizador. General-
mente, cuando los métodos primales generan una sucesién convergente, su
limite es un minimizador local. Con frecuencia se pueden aplicar a proble-
mas sin una estructura especial, por ejemplo, sin que el conjunto admisible
necesite ser convexo. Para poder empezar estos métodos hay que resolver
otro problema: encontrar un punto admisible.

En los métodos duales las variables principales del problema son los co-
eficientes de KKT, o sea, los métodos duales no tratan de resolver directa-
mente el problema inicial, sino el problema obtenido al plantear condiciones
de KKT.

Otra clasificacién de los métodos se refiere al tipo de restricciones, al-
gunos se aplican a restricciones lineales, otros a restricciones no necesari-
amente lineales. Finalmente, algunos métodos de restricciones lineales se
pueden adaptar para restricciones no lineales.

La estructura de los métodos de direcciones admisible es muy semejante
a la de los métodos para problemas sin restricciones:
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tener un z* admisible,

construir una direccién d* admisible y de descenso,

hallar Apay = max{\: z¥ + \d* es admisible },

Ap = argmin f(z* + Ad¥), A € [0, Amax),

° xk'H = xk + )\de.
Obviamente, si Apax = +00 y ademds f(x* + Ad*) no estd acotado

inferiormente cuando A > 0, entonces, en el problema general, f(z) tampoco
estd acotada inferiormente y no hay minimizador global.

10.1 METODO DEL GRADIENTE
REDUCIDO DE WOLFE

Antes de estudiar la deduccién del método del gradiente reducido, consid-
eremos un problema mas sencillo en RP. Sea 6 : RP — R. El problema
es:

min 0(§)
§£=>0,
equivalente a
min 6(&)
-£ <0, i=1,...,p.

Sean: ¢ un punto admisible, I = {i: & = 0}. Al plantear condiciones de
KKT se tiene:

0'(&) + > ui(—e') =0.
Tomando la anterior igualdad para cada una de las p componentes

92(5)=§2(5) _ w0 pamicl
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.

92(5)_675-(5) =0 para i ¢ I,

es decir, las condiciones de KKT para el punto & son:

0;(&) >0 si & =0,
0:(6) =0 si &>0.

El método del descenso mas pendiente se puede adaptar a este problema
restringido no permitiendo que una componente de la direccién sea negativa
cuando &; sea nulo. Sea £* un punto admisible; la direccién se construye asi:

‘ { 0 s gE >0y =0, 10.)

v —0(¢F)  en los demés casos .

Se puede verificar que si d* = 0, entonces &* es un punto de KKT (cumple
condiciones necesarias de KKT). Si d* # 0 la direccién es al mismo tiempo
direccién admisible y de descenso.

El maximo valor positivo (puesto que d es direccién de descenso) que
puede tomar A se deduce sabiendo que ff + )\df > 0 para todo ¢. La anterior
desigualdad es importante cuando df < 0, caso en el cual A puede aumentar
hasta cuando §f + )\déC = 0, entonces A no puede ser mayor de —§f / df

00 sidf >0,

Amax = ) ¢k (10.2)
—

d¥ <0} sidf#o.

min{

Cuando d* se construye segiin las férmulas anteriores y no es nula, se
obtiene Apax > 0. Teniendo la direccion y el maximo valor de A se construye
el punto £*! de la manera usual:

Ap = argminO(€F + Ad¥), X € [0, Amaxl,
£k+1 — gk + )\de

El método del gradiente reducido se aplica a un problema con restric-
ciones lineales con la siguiente forma:

min f(z) (10.3)
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Az =
z > 0,

donde A es una matriz de tamano m xn con m < ny ademas rango(A) = m.
Sea x un punto admisible. El método GR tiene varias semejanzas con el
método simplex, hay m variables basicas, n — m variables libres o indepen-
dientes o no basicas. Sin perder generalidad, supongamos que las primeras
m variables son las basicas y las variables libres son las n—m que siguen (esto
corresponderia simplemente a un reordenamiento de las variables). Supong-
amos, ademads, que B submatriz de A, obtenida al tomar las primeras m
columnas de A, es invertible. Sea L la matriz conformada con las n — m
columnas restantes. El sistema Az = b se puede expresar

Brpg + Lxy, = b.

Para facilitar las formulas, sean:

zp=C =[G & ... (u]" =lz1 22 ... Tm]",
rp=6 =14 & - baeml” = [Tmgr Tmg2 o 2"
BCHLE = b
¢( = —B'Le+ B
¢ = Q¢+gq

Supdngase, ademas, que ¢ > 0. El problema planteado se puede expresar

min6(§) = f(¢,¢)
£>0.

Sea p el gradiente de 6 funcién de las variables &1, ..., &—m.

00 Of JNOPOG
b= 5, %+;%%ijm
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fi
= fraj tlay o oamgl |
f/
= f7/n+j + (QT)j-fJIB-
Al considerar todas las n — m componentes
p = fL+Q"fp
p = [, —L'B " [p, (10.4)

donde f] es el vector columna formado por las componentes del gradiente
f'(z) correspondientes a las variables libres, y f}; es el vector columna for-
mado por las componentes del gradiente f’(x) correspondientes a las vari-
ables bésicas.

Entonces la direccién d;, = § para las n — m variables libres se define
como en (10.1)

0 ip; >0 ; =0,
i = 0; = ipi>0y & (10.5)
—p; en los demds casos.

El resto de coordenadas de d se obtienen teniendo en cuenta que para
que d sea admisible se requiere que Ad = 0, entonces Bdg + Ld;, = 0, luego

dp = —BilLdL.

Lo visto hasta ahora corresponde a la deduccién simple del método del
gradiente reducido. Usualmente la férmula (10.5) se modifica para poder
garantizar convergencia global [Lue89].

— 0 i . <0,
dpti = 0; = pi S? Pi= (10.6)
—pi& st pi > 0.

Dado un punto zF admisible y una direccién d* admisible (AdF = 0) el
valor Amax se calcula como en la férmula (10.2)

00 sidrF >0,
(10.7)

Amax = &
min{—z—z: d¥ <0} sidf#o.

1
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La férmula (10.4) para el célculo del gradiente p para las variables libres
se puede reescribir utilizando r gradiente reducido, definido para las n
variables, pero nulo para las variables basicas.

ro= fa*)— AT (BT fp(ah),
rg = 07
r, = fp(a®) - LB fp(ab).

Entonces el calculo de la direccién para las variables libres se convierte
en
—r; sir; <0 x; es libre,
dj={ " i =Ty g s (10.8)
—xr; sir; >0 y xj; es libre.

Las variables bésicas se escogen como las m mayores componentes de z*.
En caso de empate se decide arbitrariamente.

Zr, = {indices de las mayores m componentes de :Uk},
L = [ A, ] j ¢ Iy,

es decir, B se obtiene tomando las columnas de A correspondientes a las
variables bésicas, o sea, las columnas cuyos indices estan en 7. De manera
semejante L se obtiene tomando las columnas de A correspondientes a las
variables libres, o sea, las columnas cuyos indices no estan en Zj.

El esquema del algoritmo es:

datos: 20 factible, e, MAXIT
para k£ =0,...,MAXIT
T, = {indices de las m mds grandes componentes de z*}
B, L, ..., de acuerdo a Z;.
= F(ah) = LB fyeh)
gﬁ: seggill(gc(i)’f)
B~ L
si ||d¥|| < ¢ ent parar
Amax : segun (10.7)
© = argmin f(@F 4+ 2d¥), X €0, Amax]
xk+1 — .Tk + )\ﬂ’;dk
fin-para k
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La utilizacién adecuada de este algoritmo hace que se cumplan las sigu-
ientes propiedades:

e Ad* =0,

° f’(xk)Tdk < O,

Amax > 0,

k+1

L es admisible,

o fa) < fah).

La salida deseable se alcanza cuando d* ~ 0, en este caso zF es un
punto de KKT. Las salidas no deseables son: B no es invertible, A} no
existe (f(z¥ + Ad*) no es acotado inferiormente), se llega hasta la iteracién

k =MAXIT sin obtener un punto de KKT.

Ejemplo 10.1. Utilizar el método GR para el problema:

min f(x1,x2) = m% + a;%

1 +x2 <2
1+ 52 <5
z >0,

partiendo de z° = (3/2,1/2).
Para poder resolver este problema por el método GR se necesita convertirlo
a la forma 10.3 . Entonces introduciendo variables de holgura:

: 2 2
mlnf(x1,$2,$3,134) = I + Lo
T1+ 22+ 23
1 + 59 +x4 =

X

v

25[71
1110 T2 | 2m
A‘[1501}’6_[5]’f@)_ 0
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El punto admisible del problema original debe ser convertido en un punto
de R*, admisible para el problema modificado

1.5 3
o_ | 05 0N roooy | 1
1 0
10 -2
-5
ol dy | ]2 I O N _ 2
A R Y R R
-5
Amax = 0.2, A5 =0.2.
0.5 1.0
. |09 . ;o | 1.8
0 0

—0.320
g [a]_[-032] . _[d]_[-0008] ,_| 0008
L dy 036 |* P ds 0.328 |’ 0.328
0.360

Amax = 1.5625, A} = 1.5625.

0 0
» | 0.8875 -~ . o | 1775
2= | [ es | o @) = 0787636, f(a%) = | :

0.5625 0

232



10.1. METODO DEL GRADIENTE REDUCIDO DE WOLFE

B 11 [m ] T -0355
T2 = {23} B_{5 0}’ TL_[rJ_{—o.%s}’

0.355
g [d]_ 03557 o [d]_[-0142] . | -0.142
L dy 0.355 |* B ds —0.213 |’ ~0.213
0.355
Amax = 5.223005, A5 = 0.862069.

0.306034 0.612069

5 | 0.765086 5 3| 1.530172
7= | 1 928879 | f(x®) =0.679013, f'(z°) = 0 ,

0.868534 0

B 10 [ ][ 0612069
Ty = {34} B_[o 1]’ TL_[TZ]_[1.530172]’

g [di]_[-01873147 [ds] _ [ 1358028
=V dy | 7| =1170714 |* "B~ | dy | ~ | 6.040883 |’
—0.187314
g | —L170714
1.358028 |’
6.040883

Amax = 0.653521, A5 = 0.653521.

0.183621 0.367241
4 0 4N 1y 4\ 0
=1 516379 | f(z*) =0.033717, f'(2*) = 0

4.816379 0
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0

T, = {3,4}, B:[(l] (1)] ,,,L:{n]:[o.smu],

g [ @] _ [ —0.067433 g [ ds] _ [ 0067433
L= - 0 C OBy | T ] 0.067433 |

—0.067433
0

0.067433 |’
0.067433

d=

Amax = 2.723005, A3 = 2.723005.

an[8]-(2]. o[ 2)- 2] o

Luego z° = (0,0,2,5) es un punto de KKT. <©

o O o O

En el método GR se puede buscar que siempre la matriz B sea la matriz
identidad, lo cual simplifica algunas férmulas. Para esto hay que hacer
operaciones elementales sobre las filas de A. Antes de empezar la primera
iteracién hay que modificar A para que B° = I.

Si el punto inicial 2° se obtuvo por programacién lineal, seguramente
la ultima tabla del simplex tiene esta propiedad. A partir de la primera
iteracién, cuando se construye un nuevo z* se modifica la matriz A actual
mediante pivoteos. Puede resultar que en la siguiente iteracion el conjunto
7 no cambie, es decir, no se necesitaria hacer ningin pivoteo. Puede ser
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necesario un pivoteo, o pueden ser necesarios varios pivoteos. Recordemos
que en el método simplex, en cada iteracién, hay exactamente un pivoteo,
pues una y una sola variable deja de ser bésica, y una variable libre se
convierte en bésica. Las férmulas que se simplifican cuando B = I son:

re = fi(a®) = L fp(ah),
dp = —Ldj.

En palabras, estas férmulas se pueden expresar asi:

Si x; es un variable libre, entonces r; es igual a fj’(wk) menos la suma
de los productos, término a término, de la columna A.; y el vector columna
Fila®).

Si x; es la i-ésima variable basica, entonces d; es igual a menos la suma
de los productos, término a término, de la fila L;. y el vector df.

Para problemas pequenos, resueltos a mano, se puede organizar una tabla
un poco parecida a la del simplex, que facilite algunos cdlculos. Supongamos,
por facilidad en la presentacion, que las variables basicas son las primeras
m variables.

x [ xTBk xik 1
(@) FCORNCHN

o | e L b

T "L

d: o
—xj/d; | 4 4

Para construir esta tabla, algunos valores simplemente se transcriben,
otros provienen de calculos sencillos dentro de la misma tabla. Para la
construccion de la tabla el orden podria ser el siguiente:

k.
YR
los valores de fj{ (z%); colocar en las filas 3 hasta m + 2, la matriz A y
el vector columna b.

1. Colocar en la primera fila los valores de z%; colocar en la segunda fila

2. Indicar en la primera columna de la izquierda cudles son las variables
bésicas.
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3. Colocar en la siguiente columna f5, es decir, los valores de las com-
ponentes del gradiente f’(z*) correspondientes a las variables basicas
en el orden adecuado (el orden en que las columnas de B forman la
identidad).

4. Calcular para las variables libres el valor r; segin la férmula simpli-
ficada, o sea, restarle a fj’(:nk) (en la segunda fila) la suma de los
productos de la columna fj’g(xk) y de la columna j de A.

5. Calcular para las variables libres el valor d; segtin 10.8.

6. Calcular para las variables basicas el valor d; segtn la férmula simpli-
ficada, o sea, si z; es la i-ésima variable bésica, entonces d; es menos
la suma de los productos de la fila i-ésima de L (elementos de la fila
i-ésima de A correspondientes a las variables libres) y del vector df,
recién calculado.

7. Efectuar los cocientes —:cf / d;? cuando d? < 0 y escoger el valor Apax
como el minimo de estos cocientes.

Una vez calculada la tabla es necesario:

e Calcular el A}.

e Construir el punto z*+1.

e Determinar las nuevas variables basicas.

e Efectuar los pivoteos necesarios sobre la matriz A y el vector columna
b, para que de nuevo B = I.

Ejemplo 10.2. Utilizar el método GR para el problema:

: 2 2
mlnf(l'l,$2,$3,x4) = I + D)
T+ 22 + 23
r1 + 5xa + x4

X

v

con 2° = (1.5, 0.5, 0, 1).
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Como Zy = {1,4}, entonces es necesario efectuar operaciones elementales
sobre A para que B = 1.

. [t 1 1 02
A[04—113]'

Entonces se puede empezar a llenar la tabla:

a2V T 1.5 0.5 0 1 T
f(x0) : 3 1 0 0
1 1 1 0 2
0 4 -1 1 3
T
d:
~at/dy _

Las variables basicas son x1, x4 y las componentes del gradiente para las
variables basicas son 3 y 0 .

20 T .5 5 i
f'(20) :
T 3
X4 0
T
d:
—a3/d} |

O = Wk

>~ = = O

_ -0 O

_oo O
[\

El valor 79 es igual a 1 menos la suma de los productos de los elementos
de las columnas [ 30 ]T y [ 1 4 ]T, o sea, —2. El valor r3 es igual a 0
menos la suma de los productos de los elementos de las columnas [ 30 ]T
y [ 1 -1 ]T, o sea, —3.
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0. T 1.5 0.5 0 1
(%) 3 1 0 0

) 3 1 1 1 0 2
T4 0 0 4 -1 1 3
T -2 -3

d:
—a0/d? | _

Los valores d; para las variables libres se calculan segun 10.8

20 T 1.5 0.5 0 1 ]
(2% : 3 1 0 0

) 3 1 1 1 0 2

T4 0 0 4 -1 1 3

T -2 -3

d: 2 3
—a0/d? | _

El valor de dy, correspondiente a la primera variable basica, es igual a menos
la suma de productos de los elementos de la primera fila de L, es decir,
[ 11 ], y de los elementos de dj = [ 2 3 ]T, o sea, —5. El valor de dy
correspondiente a la segunda variable bésica es igual a menos la suma de
productos de los elementos de la segunda fila de L, es decir, [ 4 -1 }, y

de los elementos de df, = [ 2 3 ]T, o sea, —b.

20 T 1.5 0.5 0 1

f'(20) : 3 1 0 0

z1 3 1 1 1 0 2
o 0 0 4 -1 1 3
T -2 -3

d: -5 2 3 -5
—a0/d? | _

Para las componentes negativas de la direccién, se efectiia el cociente
kK
zy/d3.
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J}O:

f'(@°)
x1
T4
T
d:

—af/d) |

1.5

3

3 1
0 0
-5

0.3

0 1
0 0
1 0
-1 1

-3
3 -5
0.2

Entonces Amax = 0.2 y al minimizar f(z" + Ad°) se obtiene A} = 0.2.

2zt =(0.5,0.9,0.6,0), f(z}) =1.06, Z; = {2,3}.

Es necesario hacer dos pivoteos, sobre ajo = 1 y sobre ag3 = —1.
wte T 0.5 0.9 0.6 0 i
f'(zh) - 1 1.8 0 0
T9 1.8 0.2 1 0 0.2 1
T3 0 0.8 0 1 —0.2 1
T 0.64 —0.36
d: —0.32 —0.008 0.328 0.36
—zl/dl | 1.5625 112.5 i

Entonces Amax = 1.5625 y al minimizar f(x! + \d') se obtiene \¥ = 1.5625.

x? = (0,0.8875,1.1125,0.5625), f(x?) = 0.7877, Ty = {2,3}.

Luego en este caso no es necesario pivotear.

f'(@?)
T 1.775
T3 0
T
d:

—x}/d} |

0

0

0.2

0.8
—0.355
0.355

0.8875
1.7750
1
0

—0.142
6.25

1.1125

—0.213
5.223

0.5625
0
0.2 1
-0.2 1
—0.355
0.355

Entonces Amax = 5.233 y al minimizar f(x? + \d?) se obtiene \5 = 0.8621.

2 = (0.3060,0.7651,0.9289, 0.8685), f(z*) = 0.6790, T = {3,4}.
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Luego en este caso es necesario pivotear sobre a4 = 0.2.

T

f'(@®)
Ty 0
T3 0
T
d:
—aj/d} |

0.3060
0.6121

1

1

0.6121
—0.1873
1.6337

0.7651
1.5302

)

1

1.5302
—1.1707
0.6535

0.9289
0
0
1

1.3580

0.8685
0
1
0

6.0409

Entonces Apmayx = 0.6535 y al minimizar f(z3 + Ad®) se obtiene Az = 0.6535.

z? = (0.1836,0,1.8164,4.8164), f(z?) =0.0337, Z, = {3,4}.

Luego en este caso no es necesario pivotear.

2 T
JHCOE
T4 0
I3 0
T
d:
—aj/d} |

0.1836
0.3672

1

1

0.3672
—0.0674
2.7230

SO~ Ut Oo O

1.8164
0
0
1

0.0674

4.8164

0.0674

Entonces Amax = 0.7230 y al minimizar f(z? + Ad*) se obtiene \} = 2.7230.

$5 = (0707275)7 f($4) = 07 Iy = {374}

Luego en este caso no es necesario pivotear.

5

x°
f'(@®)
T4
z3
T
d:
—a3/d; |

SO R = OO
OO~ Oto O

2 )
0 0
0 1
1 0
0 0

Entonces 2% = (0,0,2,5) es punto de KKT. <
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10.2 METODO DEL GRADIENTE
PROYECTADO DE ROSEN

Este es un método de direcciones admisibles, para problemas con restric-
ciones lineales. Se aplica a un problema de la forma

min f(x)
Az < b
FEx = e,

donde A es un matriz m X n, b es un vector columna m x 1, F es una
matriz [ X n, | < n, rango(F) = [ y e es un vector columna [ x 1. En un
caso particular se puede tener que m = 0, es decir, no hay desigualdades, o
también [ = 0, o sea, no hay igualdades.

En cada iteracién de este método, dado un zF admisible, la direccién
utilizada es la proyeccién de — f’(z*) sobre el espacio tangente de z*.

Para proyectar un vector se utilizan matrices de proyeccion, caracter-
izadas de la siguiente forma. Sean: M una matriz p x n, 0 < p < n,
rango(M) = p. Sea T el espacio nulo de M, o sea, el conjunto de vectores
y tales que My = 0. Sea P la matriz n x n definida por

(10.9)

P I, — MY (MM™) ™ 'M s p>1,
a I, si p=0.

Proposicién 10.1. Bajo las anteriores condiciones, la matriz P se llama
la matriz de proyeccion ortogonal sobre el espacio T y cumple las
siguientes propiedades:

e P estd bien definida, es decir, MM™ es invertible,

e Px €T para todo x € R",

Px es ortogonal a x — Pz, o sea, (x — Px)"Pz =0,
e P es simétrica,

e PP =P, luego P(Px) = Px para todo = € R".

Considerar el caso p = 0 indica que si M no tiene filas T es todo R™ y la
matriz identidad “proyecta” cualquier vector sobre 7. Otro caso particular
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se tiene cuando p = n y se ve facilmente que 7 = {0} = {(0,0,...,0)} y sin
necesidad de efectuar operaciones aritméticas P = 0, o sea, la matriz nula
(compuesta unicamente de ceros).

Dado z* admisible, la proyeccién de — f’(2*) sobre el espacio tangente se
efectia de la siguiente forma. La matriz A se puede separar en dos subma-
trices: A< compuesta por las filas de A correspondientes a las desigualdades
no saturadas, o sea, las filas tales que A;.z* < b; y otra submatriz A= com-
puesta por las filas de A correspondientes a las desigualdades saturadas, o
sea, las filas tales que A;.2* = b;. De manera semejante, el vector columna
de términos independientes se puede separar en dos subvectores b< y b~.
Entonces, suponiendo una reordenacién de las filas de A y de b, se puede

escribir
A< b=
A B |: A: } ’ b B |: b: :| ‘

Recuérdese que las filas de la matriz M, utilizada en la definicién del
espacio tangente en z¥, son los gradientes de las desigualdades activas y los
gradientes de las igualdades. Entonces para el problema considerado en el
método GP

A=
M = [E ]k (10.10)
P : definida segun 10.9,
d* = —Pf'(zb). (10.11)

Proposicién 10.2. Si la direccidn d¥ se construye seqin las formulas ante-
riores y d¥ # 0, entonces d* es una direccion admisible y ademds d*" f'(x*)
<0, luego d* es también una direccion de descenso.

Queda por estudiar el caso de d* = 0. Cuando la direccién resultante es
nula se puede calcular un vector con los coeficientes de KKT.

Proposiciéon 10.3. Los coeficientes de KKT estan dados por:
w = [ . ] = —(MM") "M (z5).
El vector columna w tiene tantas filas como tiene la matriz M. El vector

columna u estd formado por las componentes de w correspondientes a las
desigualdades que hacen parte de M. A su vez, el vector columna v de
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tamano [ x 1 estd formado por las componentes de w correspondientes a
las igualdades que hacen parte de M. Al tener esto en cuenta, se deduce
inmediatamente el siguiente resultado:

Proposicién 10.4. Sea d* = 0. Sinf(u) = 0 (nmimero de filas de u), o si
nf(u) >0 y u >0, entonces ¥ es un punto de KKT.

Si nf(u) > 0 y wu # 0, entonces ¥ no es un punto de KKT. En este

caso se escoge un u; < 0, generalmente el mas negativo, y se suprime en la
matriz M la fila correspondiente a este u; negativo y se vuelve a calcular la
matriz P, etc.

Si dF # 0 se debe hallar A\ ,x, para esto inicamente se consideran las
desigualdades no activas ya que las desigualdades activas y las igualdades
estan consideradas en el célculo de d*. Obviamente, si no hay desigualdades
inactivas, A puede variar sin restriccién. Si hay desigualdades inactivas,
zF + \dF debe seguir cumpliendo estas desigualdades:

A<(zF +Ad¥) < b<
MA<d¥) < (b — A<zh)
M < b,
donde,
d=Ad’, (10.12)
b=b< — A<zF. '
Entonces
+o0 si nf(A<) =0,
Ay = 4 T° si nf(A<)>0 y d<0, (10.13)

bi 5
min{dT: di >0} si nf(A<)>0 y d£0.

(1

La utilizacién adecuada del algoritmo GP hace que se cumplan las siguientes
propiedades:

o MdF =0,
o A=d¥ =0,
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ALGORITMO DEL GRADIENTE PROYECTADO
datos: 20 factible, ¢, MAXIT
para k=0,...,MAXIT
obtener A<, A=, b<
M = [ /}5 } , fink=0
mientras fink =0
P :segin 10.9 , d* = —Pf'(z¥)
si [|d¥]| > ¢ ent
Amax : segin 10.13
A; = argmin f(z* + Ad¥), A € [0, Amax]
gt =gk 4 \rdk, fink =1
fin-ent
sino
si nf(M) >0 ent
w= [ ; } — —(MM™) " M f(aF)
si (nf(u) =0) 6 (nf(u) >0 y w>0) ent parar
sino
buscar el u; méas pequeno
quitar de M la fila correspondiente
fin-sino
fin-ent
sino parar
fin-sino
fin-mientras
fin-para k

o Ed¥ =0,

o f'(xF)Td* <0,
o b>0,

® Amax > 0,

k+1

o es admisible,

o fat) < fab).

La salida deseable del algoritmo se alcanza cuando se obtiene un punto
de KKT. Las salidas no deseables son:

244



10.2. METODO DEL GRADIENTE PROYECTADO DE ROSEN

e MMT™ no es invertible,
e )\ no existe: f (zF 4+ Xd¥) no es acotado inferiormente,

e se llega hasta la iteracién k£ = MAXIT sin obtener un punto de KKT.

Ejemplo 10.3. Utilizar el método GP para el problema:

min f(z1,z9) = 47 + 25
Ttz <2
r1+5xry <5
z >0,
a partir de 2° = (3/2,1/2).

Colocandolo en la forma adecuada

min f(x1,x2) = m% + x%

T +w2 <2
1+ 52 <5
—r1 <0
—z9 <0,

En este caso no hay igualdades, la matriz FE y el vector e no tienen filas o
simplemente no existen.

1 1 2
N 1 5 o ) / o 2r1
0 -1 0

2= 35| s =2 e =] ],

5 57  [10
To={1}, A<=| -1 0|, bs=|0], b=|15],
~1 0 0.5
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0.5 —0.5 -1
R i I i
R 4
d=| 1|, Amax=025 X\ =0.25.
-1
1| 1.2 N /1y | 2.5 B
A R G R AN O R vl N R

. [-1 o0 - [o] + [125
A{0—1’b0’bo.75’
11 0 0 0
v=lis]or=los] = lo]

== 0] =t s,

P

0.961538 —0.192308 d— —2.115385
—0.192308  0.038462 |’ 0.423077 |’

> 2.115385 .
d= |: —0.423077 :| , Amax = 0.590909, A] = 0.5.

» [ 0.192308 ] f(a?) = 0.961538, f/(2?) — [ 0.384615 } =12,

T { 0.961538 1.923077
11 27 [ 0.846154

A<= -1 0], b=]0 |, b= 0192308 |,
0 —1 0 0.961538

0.961538 —0.192308 0
M=[15], P_[—O.192308 0.038462}’ d_[ ]

w=[uy ] =[-0384615 |, M=[ ],
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rrl 0 —0.384615 ] 5 | 2007092
P=| "0 || d=| gosq7r |- 4= 0384615 |,
' 1.923077

Amax = 0.5, AL =0.5.

w— us _ 0
T lua | | O
Luego el punto 23 = (0,0) es un punto de KKT. ¢

El método GP se puede modificar para usarlo en un problema general
de PNL

min f(z)
gi(x) 0, i=1,....m
hi(x) = 0, j=1,..1,

mediante algunos cambios o adaptaciones, aunque presenta o puede presen-
tar inconvenientes.

Las filas de la matriz M son los gradientes de las desigualdades activas
y de las igualdades

M- { gi(a®)", iel}

k .
Wi(z™)", Vj

El célculo de P, d* y w se hace de la misma manera que en el problema
con restricciones lineales. Como las restricciones no son lineales, es posible
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que zF + Ad* no sea admisible ni siquiera para valores muy pequefios de A,
en consecuencia no se puede calcular Ay, entonces

A; = argmin f(z" + \d¥), A>0,
P = R adh

k+1 k+1

Es muy posible que & no sea admisible, entonces a partir de & se ob-
tiene un punto admisible *T!. Una manera de hacerlo consiste en minimizar
una funcién de penalizacién P(z), semejante a la utilizada en el capitulo 9,
sin embargo, no siempre funciona bien pues este minimizador puede resultar
peor que z*.

La parte de regresar a la regién admisible es la mas delicada de la
adaptacién del método GP a restricciones no lineales.

EJERCICIOS

En los ejercicios 10.1 a 10.11 estudie el problema propuesto, averigiie
cuales métodos puede usar, use algunos de ellos. Si es necesario obtenga
un problema equivalente al propuesto. Compare los resultados y la rapidez,
verifique si el punto obtenido es punto de KKT, minimizador, minimizador
global. Use también puntos iniciales diferentes al sugerido.

10.1 Minimizar f(z1,z2) = $%+2$2—2l’1$2—2$1—6l’2 sujeto a r1+x2 < 2,
—x1 + 229 <2, 2 >0, con 2° = (0,0).

10.2 Minimizar f(z1,22) = (21 — 3)? + (22 — 2)? sujeto a 27 — x5 +2 < 0,
r1 >0, —1r1 +2 <0, con 2% = (0,5/2).

10.3 Minimizar f(xl, 19) = (21 + 19— 6)2+ (221 —2)? sujeto a 1 +x2 = 1,
x>0, con z° = (1,0).

10.4 Mlmmlzar f(:pl,xg) = 33:1 + 4o sujeto a x1 4+ 2x9 > 2, x > 0. a)

10.5 Minimizar f(xl,@) = 1 + 22 sujeto a 2x1 + 3xo > 5, 221 + 12 > 3,
x>0, con ¥ = (2.5,0).

10.6 Minimizar f(x1,x9) = x1 + 229 sujeto a —x1 + 22 =4, x9 > 3, x > 0,
con 20 = (0,4).

10.7 Minimizar f(l‘l,a?g) = 2% + 23 sujeto a x1 + 9 > 4, 211 + T2 > 5,
x>0, con 2° = (4,0).
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10.8 Minimizar f(x1,22) = (1 +1)2+ (22+1)? sujeto a z1 +22 = 1, 2 > 0,
con z° = (1,0).

10.9 Minimizar f(x1,79,73) = —71 — 29 — 23 sujeto a 27 + 23 + 22 < 1,
vy — w3+ 23 =0,2>0, con 2° = (0,0,0).

10.10 Minimizar f(z1,72) = 2 + 23 sujeto a z1 + x2 > 4, 2v1 + 9 > 5,
x>0, con 2° = (4,0).

10.11 Minimizar f(z1,x2) = —x1 — 1429 sujeto a x1 + xo < 400, z1 + 229 <
580, z1 < 300, > 0, con x° = (300, 100).
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Capitulo 11

METODOS DE PUNTO
INTERIOR

En este capitulo hay una presentacién resumida de algunos métodos de punto
interior, MPI, para programacién lineal, para complementariedad lineal y
para programacién cuadratica convexa.

El método usual para resolver problemas de programacion lineal, PL, es
el método simplex. Este método empieza en una solucién bésica factible, es
decir, un punto extremo o vértice del conjunto factible F = {z : Az = b,z >
0}, y en cada iteracién va obteniendo otro vértice mejor que el anterior.

En el simplex, el niimero de “flops”, operaciones de punto flotante, de
cada iteracién es aproximadamente 2mn o 2m?, dependiento de la variante
utilizada. En la mayoria de los casos, [Dan63], el nimero de iteraciones
no sobrepasa 3m, mas ain, con frecuencia el nimero de iteraciones no so-
brepasa 3m/2. Luego para la mayoria de los problemas el método simplex
es polinomial. Un método se llama polinomial si el nimero de operaciones
estd acotado superiormente por un polinomio en funcién del tamano del
problema.

En 1972 Klee y Minty, [KIMn72], construyeron un ejemplo donde el
nimero de iteraciones es 2. Asi, en este caso artificial, el simplex es un
método exponencial. En resumen, en la mayoria de los casos el simplex es
polinomial, lo cual es bueno, pero en algunos casos puede ser exponencial,
situaciéon muy mala.

Quedaba entonces la inquietud de construir un algoritmo que fuera poli-
nomial aun en el peor de los casos. En 1979 el matemadtico ruso L. G.
Kachian o Kachiyan propone un nuevo método polinomial para problemas
de PL basado en el método elipsoide pero desafortunadamente resulté menos
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eficiente, en la practica, que el simplex.

En 1984 Narendra Karmarkar, un matemético hindd, investigador de los
laboratorios AT&T Bell, publicé el articulo A New Polynomial-Time Algo-
rithm for Linear Programming [2], que marcé un hito en la Programacién
Lineal (PL). A partir del trabajo de Karmarkar se reactivé la investigacion
en PL, en especial en métodos de barrera y de punto interior (también para
Programacién No Lineal).

Actualmente hay métodos de punto interior para PL mds eficientes que
el método de Karmarkar, pero estos son consecuencia directa o indirecta del
método de Karmarkar o de la redinamizaciéon de la investigacién en MPI
producida por su articulo.

11.0.1 Notacién

En la literatura sobre MPI es usual utilizar la siguiente notacion. Si x, s
son vectores en R",

1
i)
x = (x1,T2,...,Tpn) = e
L

81
52
$=1(81,82,---,8n) = e

Sn

se denota con letras mayusculas las matrices diagonales

xzg 0 -+ 0 s; 0 -+ 0
0 9 0 0 s 0
X = . 5 S == .
0 Tn 0 Sn

Ademids, e denota el vector de n unos:
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11.1 SOLUCION DE UN SISTEMA
FRECUENTE

En muchos métodos de punto interior, en cada iteracién se presenta un
sistema de ecuaciones semejante al siguiente:

Onxn AT I, U f
A Omxm  Omxn v = g
S Onxm X w h

donde A es una matriz m x n, m <mn, r(A) = m, X, S son matrices
diagonales positivas, u,w, f,h € R**1, v, g € R™*1,

Obviamente este sistema, de tamafio (2n + m) x (2n + m), se podria
resolver directamente por un método como el de Gauss o alguna de sus
modificaciones. Sin embargo, es mas eficiente utilizar su estructura por
bloques. Este sistema se puede escribir

Atv+w = f, (11.1)
Au = g, (11.2)
Su+Xw = h. (11.3)
De (11.1) y (11.3)
w = f— A", 11.4)
u = ST h - Xw). (11.5

De (11.2) y (11.5)

Au—g=AS"Hh—Xw)—g = 0,

ASTHh = X(f = A"v))—g = 0,

ASTHh—Xf)+ASTIXA™w —g = 0,
ASTIXATy = g+ ASTHXf—h) (11.6)

El sistema (11.6) se puede resolver facilmente para obtener v. Como A
es definida positiva, entonces se puede utilizar el método de Cholesky para
resolverlo. Si al tratar de obtener la factorizacién de Cholesky, ésta no se
puede conseguir, se puede concluir que r(A) < m o que las matrices X, S
no son positivas.
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Utilizando (11.4) y (11.5) se obtiene el resto de la solucién. En resumen:

resolver  AST'XATv = g+ ASTYXf - h), (11.7)
w = f— A", (11.8)
u = S7Hh - Xw). (11.9)
Para el caso particular
Onxn AT In u O
A Omxm  Omxn v = 0
S Op s, X w h
los pasos a realizar son:
resolver AST!XATv = —AS'h, (11.10)
w = —A"v, (11.11)
u = SHh— Xw). (11.12)

11.2 METODOS DE PUNTO INTERIOR PARA
P.L.

El problema de PL que se va a resolver estd en la forma estandar,

min ¢z
Az =b (11.13)
x>0,

donde A es una matriz m x n, m < n, rango(4) = m, c es un vector
columna n x 1, b es un vector columna m x 1.

Los MPI trabajan con puntos interiores, es decir, puntos en F° = {x :
Az = b,z > 0}, interior relativo del conjunto factible F = {z : Ax = b,z >

0}.

11.2.1 Condiciones de optimalidad

Al aplicar condiciones de KKT para el problema (11.13) reescrito de la
siguiente manera,
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min ¢’z
—x <0
Axr —b=0,

se obtiene

f'(z)+ ¢ (z)u+h (x)v=c—Tu+ A"v =0,
u > 0,
ug(z) =u"(—z) = 0.

Si se cambia u por s y v por —y, se obtiene

A'y+s—c=0,
s >0,
sz =0.
Las dos primeras condiciones son simplemente las condiciones de factibilidad
para el problema dual del problema (11.13).

Dado que z > 0 y s > 0, entonces s™x es equivalente a x;s; = 0Vi. Esto
ultimo se puede escribir

XSe=0.

En resumen, las condiciones de factibilidad primal y las condiciones de KKT
dan:

Az —b=0, >0 (11.14a)
Aty+s—c=0, s>0 (11.14Db)
XSe = 0. (11.14c)

La primera linea muestra simplemente las condiciones de factibilidad
primal. La segunda da las condiciones de factibildad dual. La ltima igual-
dad recibe el nombre de condiciones de complementariedad (z;s; = 0, Vi).
Reordenando y relajando ligeramente las condiciones de no negatividad se
obtiene
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A'y+s—c=0,

Az —b=0,
(11.15)

XSe=0,

(x,s) > 0.

La pareja (z, s) denota simplemente el vector de R?"

I

Tn

(,8) = (X1, T2y +eey Ty 1,82, +vvy Sp) = .

Sn

11.3 METODO PRIMAL-DUAL AFIN
FACTIBLE

Definiendo una funcién ® : R?"+t™ — R2"*™ lag condiciones de optimalidad
para PL se pueden escribir de manera simplificada:

O(&) = P(x,y,8) =0, (z,s)>0.

Al anterior problema se le aplica el método de Newton con algunas modifi-
caciones. El esquema del método de Newton para ®(§) = 0, es simplemente

resolver <I>’(§k) A€ = —@(fk)a
¢l = eF + Ag,

donde ®'(€) es la matriz jacobiana de ®. De manera explicita

0 AT I
& (z,y,s)=|A 0 0
S 0 X

En los métodos de punto interior todos los puntos (z¥,4", s*), inclusive
(29,40, s%), deben cumplir
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(z*,s%) > 0.

La aplicacién directa del método de Newton £F+1 = ¢F + A¢ harfa, muy
posiblemente, que no se cumpla la condicién de positividad. Este inconve-
niente se obvia haciendo

€1 = ¢k 1A,

t = ntmax’
tmax = tmax((2¥, $), (Az, As)) = max{t : & + tAL > 0},
0<n<l

Usualmente 7 varia en el intervalo [0.95, 0.999]. El valor méximo se
puede calcular explicitamnte de la siguiente manera. Sean u € RP, u > 0,
d € RP,

00 sid >0,
tmax = tmax(u’ d) - Hlln{ _lzli, td; < 0} sid Z 0.

(11.16)

El valor tmax es el que hace exactamente que £F + tmax A€ quede en la
frontera. Al utilizar ¢t = 1 tmax Se obtiene un punto interior.

Las siguientes notaciones ayudan a hacer mas compacta la escritura de
las férmulas y de los algoritmos.

Residuo primal:

i = AzF —b. (11.17)

Residuo dual:

k= ATy 4 s — ¢ (11.18)

Residuo de complementariedad:

¥ = X}.Ske. (11.19)
Aqui, X}, indica la matriz diagonal obtenida a partir de z*.

Conjunto factible para las condiciones de factibilidad primal y dual:
Fpp = {(l’,y,s) P Az = b, ATy+3 = (-7573) > 0}
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Su interior relativo:

Fpp ={(z,y,s): Ax =b, A"y +s=c¢, (x,5)>0}.

Medidas relativas de los residuos:

Il
T
Ira
pa = , (11.20)
1+ [l
PR
- .
L+ 2]

Una tripla (x,y,s) tal que (x,s) > 0 es factible si y solamente si r, = 0
y ra = 0, o lo que es lo mismo, si y solamente si p, =0y pg = 0.

Una tripla (z,y, s) factible es 6ptima si y solamente si r. = 0. Una tripla
en Fpp es aproximadamente 6ptima si p. < €. para un . positivo y pequeno
dado.

Sea (xF,y*, s*) tal que (z*,s¥) > 0. El sistema ®'(¢%) A& = —®(&F)
expresado en x,y, s da:

[0 A" T [Azx] [—7k]
A 0 0] |Ay| =|-rk]. (11.21)
_Sk 0 Xk_ _AS_ —Te

Si (zF,y*, s%) € Fpp, el sistema se simplifica a

[0 AT T [Ax 0
A 0 O Ayl =1 0 |. (11.22)
Sy 0 Xi] [As] —rf

Segun lo visto en la primera seccién de este capitulo, el sistema se resuelve
aprovechando su estructura por bloques. Las ecuaciones (11.10), (11.11) y
(11.12) se convierten en:

resolver ASTIXAT Ay = AS'r, (11.23)
As = —A"Ay, (11.24)
Az = —S7 (r. + X As). (11.25)

Como su nombre lo indica, el método primal dual afin factible parte de un
punto factible (20, 3%, s°) € F3 . En cada iteracién se calcula (Az, Ay, As),
luego se calcula t,.x v tx. Finalmente se construye el nuevo punto.
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METODO PRIMAL-DUAL AFIN FACTIBLE
datos: (20,49, s°) € Fpp, e, MAXIT, 7 € [0.95,0.99]
para k=0,...,MAXIT

calcular p¥

si p¥ <¢. ent parar

(Az, Ay, As) solucién de (11.22)

tmax = tmax((2¥, %), (Az, As))

tr = min(1, 7 tmax)

(xk+1,yk+1, Sk—H) — (xk,yk, sk) + tk(Ax, Ay, AS)
fin-para

Como los problemas primal y dual tienen puntos factibles, entonces no se
puede presentar el caso de 6ptimo no acotado, luego no se presenta tampoco
tmax = 00. Cerca de la solucién algunas componentes de x son casi nulas,
entonces la matriz AS~' X AT puede ser, numéricamente, casi singular o mal
condicionada. Es necesario prever esta posible terminacion no deseada del
proceso, en el calculo de (Ax, Ay, As).

Dada una norma matricial || || en R™*" se define el niimero de condicién
o condicionamiento de una matriz A, cuadrada e invertible

r(A) = 1Al [JATH].

El condicionamiento siempre es mayor o igual a 1. Una matriz cuadrada
es mal condicionada si su condicionamiento es grande. Es bien condicionada
si el condicionamiento es cercano a 1.

Ejemplo 11.1. Aplicar el método primal-dual afin factible al siguiente prob-
lema

min —xz1 —1.4x9

r1  twe tT3 < 4
1  +2x9 +x4 <5.8
T +r5< 3

z> 0

con 20 = (1, 1, 2, 2.8, 2), y° = (-0.3,-0.6,—-0.3), s = (0.2, 0.1, 0.3, 0.6,
0.3), n = 0.99.

Después de verificar que (2°,°,5°) € Fpp, se calcula

re = (0.2, 0.1, 0.6, 1.68, 0.6),
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I|re|| = 1.8954,
pe = 0.3628.

Como todavia no se tiene el 6ptimo, se resuelve el sistema (11.22). El primer
paso consiste en resolver ASTIX AT Ay = AS~!r. :

21.6667 25.0000  5.0000 4.0000
ASTIX AT = | 25.0000 49.6667 5.0000 |, AS~lr.= | 5.8000
5.0000  5.0000 11.6667 3.0000
Entonces
Ay = (0.0637, 0.0644, 0.2023).
La direccién en s es simplemente As = —ATAy:

As = (—0.3303, —0.1924, —0.0637, —0.0644, —0.2023).

Para la direccién en z, Az = —S~!(r, + X As),

—0.1303 0.6515
—0.0924 0.9240
re+ XAs = 04727 |, Ax= | —1.5756
1.4998 —2.4996
0.1955 —0.6515
Célculo del tamano del paso:
tmax = 0.5197,
tr = 0.5145.

El nuevo punto (z,y, s):

z' = (1.3352, 1.4755, 1.1893, 1.5138, 1.6648),
y' = (—0.2672, —0.5669, —0.1959),
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st = (0.0300, 0.0010, 0.2672, 0.5669, 0.1959).

re = (0.0401, 0.0015, 0.3178, 0.8582, 0.3262),
I|re]| = 0.9723,
pe = 0.2298.

Las direcciones:
Az = (1.1043, 0.1885, —1.2928, —1.4813, —1.1043),

Ay = (—0.0233, 0.0122, 0.0660),
As = (—0.0549, —0.0011, 0.0233, —0.0122, —0.0660).

Calculo del tamano del paso:

tmax = 0.5473,
tr = 0.5419.

El nuevo punto (z,y, s):

2?2 = (1.9336, 1.5776, 0.4888, 0.7112, 1.0664),
y? = (—0.2798, —0.5603, —0.1602),
s? = (0.0003, 0.0004, 0.2798, 0.5603, 0.1602).
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k Pe 1 T2 3 T4 x5

2 0.1181 2.4410 1.5541 0.0049 0.2508 0.5590
3 0.0373 2.3579 1.6421 0.0000 0.1580 0.6421
4 0.0187 2.2437 1.7563 0.0000 0.0437 0.7563
5 0.0044 2.2028 1.7972 0.0000 0.0028 0.7972
6 0.0003 2.2000 1.8000 0.0000 0.0000 0.8000
7 0.0000
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11.4 TRAYECTORIA CENTRAL

En la practica los métodos afines no son muy eficentes. Generalmente en
las primeras iteraciones se obtienen puntos muy cercanos a la frontera pero
alejados de la solucion. En estos puntos el avance hacia el punto éptimo es
lento.

Los métodos mas eficientes buscan que los puntos no se alejen de la
trayectoria central. Esta se define a continuacién.

Sean 7 >0 y (x(7),y(7), s(7)) solucién del siguiente sistema:

Aty+s—c=0, (11.26a)
Az —b=0, (11.26b)
XSe—T1e=0, (11.26¢)
(x,s) > 0. (11.26d)

Se puede demostrar que (z(7),y(7), s(7)) estd definido de manera tnica
para 7 > 0 si y solamente si Fp,, # (. Bajo esta condicién se define la
trayectoria central como el conjunto de todas estas triplas para 7 > 0,

C ={(z(1),y(r),s(r)) : 7 > 0}.

Es claro que

l'O
CcC PD>
lim = z*.
T—07F

En la definicién de (z(7),y(7), s(7)) unicamente en la tercera igualdad
hay un cambio con respecto a las condiciones de optimalidad (11.15) para
el problema (11.13).

Ejemplo 11.2. Considere el problema

min —z1 — 1.4x9
1+ x2 <4
T1 + 210 < 5.8
T <3
xz > 0.

262



11.4. TRAYECTORIA CENTRAL

Al introducir variables de holgura se tiene exactamente el problema en la
forma estandar del ejemplo 11.1. A continuacién hay dos ejemplos de puntos
de la trayectoria central.

T=1,

x = (1.0913, 1.5758, 1.3329, 1.5572, 1.9087),
y = (—0.7502, —0.6422, —0.5239),

s =(0.9163, 0.6346, 0.7502, 0.6422, 0.5239).
T =0.01,

z = (2.1896, 1.7931, 0.0173, 0.0242, 0.8104),
y = (—0.5789, —0.4134, —0.0123),
s = (0.0046, 0.0056, 0.5789, 0.4134, 0.0123).

Si se toman todos los puntos de la trayectoria central del problema (en la
forma estdndar) y se consideran tnicamente las dos primeras componentes
de z, o sea 1, x9, es decir, las variables del problema original (sin variables
de holgura) se tiene la Figura 11.1.

(0,2.9)

Figura 11.1

La mayoria de los métodos eficientes buscan obtener puntos que no se
alejen de C. Para esto se definen vecindades de C donde deben permanecer
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los puntos. Hay varias estrategias, por ejemplo, las de pasos cortos y las de
pasos largos. A su vez, hay varias subestrategias.
Es usual utilizar la siguiente medida de dualidad

zTs

-7 11.27
p=— ( )

Esta medida de dualidad estd relacionada con el salto o brecha dual (dual
gap), ya quesi (x,y,s) € Fpp, entonces se comprueba facilmente que

s =c"z —by.

Por teoria de dualidad para PL se sabe que si = es factible para el prob-
lema primal y y es factible para el dual, entonces x, y son Optimos si
c'x —b"y = 0. Esto se puede reescribir asi: (x,y,s) € Fpp, es aproximada-
mente la solucién si p < e.

Un ejemplo tipico de un teorema de complejidad para un algoritmo de
punto interior es el presentado en [NoWr99], que simplificado dice: Sean
e>0, (2940 %) € Fpp en una vecindad adecuada de C. Entonces existe
K, con K = O(nlog(1/e)), tal que

ur <&, paratodo k> K.

11.5 METODO PREDICTOR-CORRECTOR DE
MEHROTRA

La mayoria de los programas eficicientes para problemas de PL de tipo
general estan basados en el algoritmo de Mehrotra. En este algoritmo no es
necesario que (2°,°,s°) € Fpp- Simplemente se necesita que 20 >0y que
s > 0. Obviamente si ademés se tiene factibilidad, pues mucho mejor.

En cada iteracién del método de Mehrotra se calculan dos triplas de
direcciones, una afin o predictora (Az?%, Ay*, As®) y una de correccién
y centrado (Az¢ Ay‘, As®). Con ellas se construye la direccién de cada
iteracién (Ax, Ay, As).

Para no recargar la notacién, en la iteracién k, no se utilizard el su-
perindice k, o sea en lugar de utilizar (2%, y*, s¥), se utilizard simplemente
(x,y,s).

El proceso acaba cuando se tiene un punto factible, (z,y,s) € Fpp, tal
que XSe ~ 0. El método garantiza que siempre, en cualquier iteracion,
(x,s) > 0. Para decidir sobre la optimalidad se utilizan los residuos pri-
mal, dual y de complementariedad. Entonces el proceso termina cuando,
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dados €, €4, €. valores positivos pequenos, se cumplen las tres condiciones
siguientes:

Pp S €p7
Pd < Ed, (11.28)
pe < Ec.

La tercera condicién se puede remplazar por

/’LSE[L‘

Las direcciones afines se calculan mediante la solucién de

0 AT I Azx? —rg
A 0 O Ayt | = | —rp | . (11.29)
S 0 X As? —Te

Con estas direcciones se calculan los pasos afines primal y dual:

ty = min{l, tmax(w, Az®)},

_ (11.30)
t9 = min{1, tmax(s, As®)}.

El calculo de pu® ( p afin) se hace con lo que serian los “puntos afines”.
Con este valor se obtiene o:

T+ t2Az%)T (s + t2As?
Ma _ ( P ) ( d )7 (1131)

n

o = (i‘j)g (11.32)

Esto permite calcular lo que seria el residuo de complementariedad para
la correccién y centrado:

re = —ope+ AX*AS%e. (11.33)

c

El calculo de las direcciones de correccién y centrado se hace resolviendo
el siguiente sistema. Como la matriz de coeficientes es la misma, no se
requiere volver a hacer la factorizacién de Cholesky de AST'X AT, que es la
parte mas demorada de cada iteracion.
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0 AT I AxC 0
A 0 O Ayt | = 0
S 0 X As® —re

C

La direccion definitiva es la suma de las dos:

(Azx, Ay, As) = (Az?, Ay®, As®) + (Az®, Ay°, As©).

Los pasos definitivos primal y dual estan dados por

tp = min{l, ntmax(z, Az)},
tg = min{l, ntmax(sv AS)},

donde 7 € [0.9, 0.995] sirve para garantizar que (z*+1, s¥+1) > 0.

Finalmente se calcula el siguiente punto:

e =zt A,
(ykJrl? 8k+1) = (y7 8) + td(Ay7 AS)

ALGORITMO DE MEHROTRA PARA P.L.
datos: ¢, A, b, (2°,94°,s%), (29,5 >0,
€p, €dy Ec, MAXIT
(z,y,5) = (2°,9°,5°)
para k =0,..,MAXIT
calcular r,, 74, 7¢
calcular pp, p4, pe
sipp<ep v pa<eqa y pc<e. ent parar
calcular (Az®, Ay®, As®) resolviendo (11.29)
calcular ¢, 3
calcular pq, o
calcular (Az®, Ay®, As®) resolviendo (11.34)
(Azx, Ay, As) = (Az®, Ay®, As®) + (Az®, Ay, Asc)
calcular t,, t4
construir (z*+1,
fin-para k

k+1 k+1
yr Tl s
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Ejemplo 11.3. Aplicar el método de Mehrotra al siguiente problema
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min —xq —1.4x9
T +x9 +3 < 4
r1 +2x9 —+x4 <5.8
T tr5 < 3
0

con 2° = (1.2,1.2,1.2,1.2,1.2), ¢y° = (-1,-1,-1), s° = (0.5, 0.5, 0.5,
0.5, 0.5), n = 0.99.

El calculo de los residuos da:

rp = [~0.4000 —1.0000 —0.6000]",
rg = [~1.5000 —1.1000 —0.5000 —0.5000 —0.5000]",
re = [0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000]" .

Ademas,

pp = 0.1424, pg = 0.7542, p.0.3643, 1 = 0.6000.

Entonces el proceso contintia con el cdlculo de las direcciones afines:

Az® = [0.6080 0.6560 —0.8640 —0.9200 —0.0080]"
Ay® = [0.6400 0.6167 0.9967]",
As® = [-0.7533 —0.7733 —0.1400 —0.1167 —0.4967] .

Longitudes de paso para las direcciones afines:

t2 =1.0000, 3 = 0.6466

x + t8Az" = [1.8080 1.8560 0.3360 0.2800 1.1920]",
s+ t9As® = [0.0129 0.0000 0.4095 0.4246 0.1789]",

p® =0.0986, o = 0.0044.

El residuo de complementariedad para correccion y centrado:
re = [—0.4607 —0.5100 0.1183 0.1047 0.0013]T.
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Las direcciones de centrado:

Az¢=[0.2129 0.1727 —0.3857 —0.5584 —0.2129]",
Ay = [-0.0621 —0.1454 —0.0876]",
As®=[0.2952 0.3530 0.0621 0.1454 0.0876] " .

Las direcciones definitivas:

Az = [0.8209 0.8287 —1.2497 —1.4784 —0.2209]",
Ay = [0.5779 0.4712 0.9090] ",
As = [-0.4581 —0.4203 —0.0779 0.0288 —0.4090] .

Las longitudes de paso finales:

tmax (7, Az) = 0.8117,
tmax (s, As) = 1.0914,
t, = 0.8036,
tq = 1.0000

Los nuevos puntos:

ot = [1.8597 1.8659 0.1958 0.0120 1.0225]",
y' =[-0.4221 —0.5288 —0.0910]",
st =[0.0419 0.0797 0.4221 0.5288 0.0910]" .

Pp Pd 1% r1 z2 z3 T4 zs
0.0280 0.0000 0.0817 2.2039 1.7847 0.0020 0.0031 0.7820
0.0034 0.0000 0.0035 2.2000 1.7998 0.0000 0.0000 0.7998
0.0000 0.0000 0.0000 2.2000 1.8000 0.0000 0.0000 0.8000
0.0000 0.0000 0.0000

A~ W N~

11.6 COMPLEMENTARIEDAD LINEAL

Sean M una matriz cuadrada de orden n y ¢ € R™. El problema de comple-
mentariedad lineal consiste en encontrar x y s en R" tales que
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Mx 4+ q=s, (11.38a)
(x,s) >0, (11.38b)
x's=0. (11.38c¢)

Dado que (z,s) > 0, entonces x"s = 0 es equivalente a x;8; = 0 Vi. Si
se exige que M sea definida positiva se tiene un problema de complemen-
tariedad lineal mondtona. En este libro se supondra que se cumple esta
ultima condicién.

De manera semejante a PL, las condiciones (11.38) se puede reescribir
como ®(£) =0, £ > 0.

=0, (z,s)>0. (11.39)

Mz —s—+q
X Se

La mayoria de los conceptos y métodos de punto interior para PL se
pueden adaptar para CL, por ejemplo, el conjunto factible y su interior
relativo

For =F ={(z,s) : Mz +q=s, (z,s) > 0},

For =F° ={(z,8) : Mx+q=s, (x,s) > 0}.

La trayectoria central es el conjunto de puntos que satisfacen

Mx—s+q=0,
XSe—T1e=0,
(z,8) >0,

para 7 > 0.

El método de Mehrotra para PL se puede adaptar para CL, algunas pa-
sos y variables son exactamente los mismos. Otros son simplemente adapta-
ciones.

El residuo del sistema lineal, el residuo de complementariedad, los valores
p, el valor u,
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r, =Mx —s+q,

r. = XSe,
ol
L+ lgll’
el
EEAT
xTs
W= —
n

Las direcciones afines:

M —I| Az |-rp
S X ||As*| | -r.|’
Los tamanos de paso afines:

th = min{l, tpax(z, Az?)},
te = min{1l, tmax(s, As?)}.

Los valores u® ( p afin) y o:

(x +t2Azx*) (s + t2As?)

)

a

(2

n

El residuo de complementariedad para la correccién y centrado:

re=—ope+ AX*AS%.

Las direcciones de centrado:

[ x)[ad] =5

c

La direccion definitiva es la suma de las dos:
(Az, As) = (Az®, As®) + (Az°, As©).
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Las longitudes definitivas:

ty = min{l, ntmax(z, Ax)},

11.46
ts = min{l, 7tmax(s, As)}. ( )
Los puntos para la iteracion siguiente:
k+1 k
" = 2"+t Ax,
; (11.47)

shtl = gk 4 tsAs.

ALGORITMO DE MEHROTRA PARA C.L.
datos: M, ¢, (2°,5°) >0, 1, €., MAXIT
((L‘, s) = (‘Tov 30)
para k =0,..,MAXIT
calcular ry,, r¢
calcular pr, pc
si pr<er v pc<e. ent parar
calcular (Az®, As?®)
calcular ¢, t%
calcular p,, o
calcular (Ax€, As)
(Az, As) = (Az®, As®) + (Ax®, As®)
calcular t,, t
construir (zF+1, sk+1)
fin-para k&

11.7 PROGRAMACION CUADRATICA
CONVEXA

Los problemas de programacién cuadréatica se pueden expresar de varias
maneras, una de ellas toma las restricciones lineales en la forma estandar:

1
min f(x) = ixTH:E +c'x
Az =b (11.48)

— )
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donde H es una matriz simétrica n X n, c¢ es un vector columna n x 1, A es
una matriz m x n, m < n, rango(A) = m, b es un vector columna m x 1.
En el caso convexo H es semidefinida positiva. La convexidad estricta de f
se tiene si y solamente si H es definida positiva. En este caso, si el conjunto
factible no es vacio, entonces la solucién existe y es unica. En esta seccion
se supondrd que H es semidefinida positiva.

Al aplicar condiciones de optimalidad (incluyendo factibilidad) se tiene:

Ar —b=0, x>0,
Hr+c—ITu+A"w =0, u>0,

uTz =0.

Si se cambia u por s y v por —y y se reescribe, se obtiene

—Hrz+ A"y +s—c=0,

Axr —b=0,
(11.49)

XSe=0,

(x,s) > 0.

Estas condiciones son muy parecidas a las condiciones para PL. Entonces,
de manera natural, se pueden adaptar los métodos de punto interior. Por
ejemplo para el método de Mehrotra las férmulas son:

2Ts
=
n
rp = Ax — b,
rg=—-Hx+ A"y+s—c, (11.50)
r. = X Se,
_ el
ST
oo lral
L+ e’
Do = [[rell
.= .
1+ [

Las direcciones afines:
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—-H AT 1 Az® —7g
A 0 0 Ay | =1 = | . (11.51)
S 0 X As® —7e

Los pasos afines primal y dual:

ty, = min{l, tyax(w, Az®)},
t9 = min{1, tmax(s, As*)}.

Calculo de p® ( p afin) y o:

o (@A) T(s +t7As?)
w= )

n
a 3
a:(“)_
7]

Residuo de complementariedad para la correccién y centrado:

re=—ope+ AX*AS%e.

Las direcciones de correccién y centrado:

-H A" I Ax* 0
A 0 0 Ay | = 0 (11.52)
S 0 X As© —r¢

La direccién definitiva:

(Azx, Ay, As) = (Az?, Ay®, As?) + (Az®, Ay, As©).

Los pasos definitivos primal y dual:
tp = min{l, ntmax(z, Az)},
tg = min{1, ntmax(s,As)},
donde n € [0.9, 0.995]. Finalmente el siguiente punto:
o =g 4 tpAz,
(yk+17 S]H_l) = (ya 8) + td(Ay> AS)
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ALGORITMO DE MEHROTRA PARA P.C.C.
datos: H, ¢, A, b, (2°,2°,5°), (2°,5%) >0,

€py E€d, Ec, MAXIT

(z,,5) = (2°,9%,5°)
para k£ =0,..,MAXIT

calcular 7,, rq, 7. segin (11.50)

calcular pp, p4, pe

sipp<ep ¥y pi<éeq y pc<e. ent parar
calcular (Az®, Ay®, As®) resolviendo (11.51)
calcular ¢, ¢g

calcular g, o

calcular (Az€, Ay, As®) resolviendo (11.52)

(Az, Ay, As) = (Ax®, Ay®, As®) + (Azx®, Ay, As©)
calcular t,, t4

construir (zF+1, k1 sk+1l)

vy

fin-para k

Ejemplo 11.4. Utilizar el método de punto interior descrito anteriormente
para el problema:

min f (1, 72) = 4§ + 75
T +x2 <2
1+ 5xs <5
xz >0.

Para poder resolver este problema se necesita convertir las restricciones en
la forma estandar. Entonces introduciendo variables de holgura:

S O O

S O N O

: 2 2
mlnf(x17x27x3ax4) =1 =+ L2
Ty + 22 + 23
z1 + bxo + x4

r 2
00 0
0 0 0 1110 2
00/ “T o0 ’A_[l 1]’1’_[5}
0 0 0
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Utilicemos 2° = (1,1,1,1), 3° = (0,0), s° =(2,2,2,2).

Te =

3
|
| —
O
| I
=
IS
DO O
(IR

pp = 0.3502, pg=2.8284, p,=1.3333, p=2.0000

—0.5263 —0.9474
—0.3158 —0.3158 —1.3684
a __ a __ a __
ATT= st |0 AV T [ 0.2105 ] D A= s
0.1053 ~2.2105
0.4737 1.1429
0.6842 0.7619
a __ a __ a a __ a a __
tp = 1, td = 090487 T + tpA.fU = 0.8421 , S + tdAS = 0.4762
1.1053 0.0000
0.4864
af B .| 04199
pf = 0.3659, 0 =0.0061, re=| .
—0.2449
—0.0331 —0.4202
~0.0177 0.3553 —0.3844
c __ c __ c __
Axt=1" gos0s |* AV = [ —0.0013 ] AT =1 03553
0.1218 0.0013
—0.5594 —1.3676
—0.3335 0.0395 —1.7528
Ar=1 gaom |0 AYT { 0.2092 ] P AS= 90305
0.2271 —2.2092

= 1.7876, t¢

max max

=0.9053, ¢, =1.0000, t4=0.8962
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0.4406 0.7743

. 0.6665 = [ 0.0354 } o 0.4291
0.8929 |’ 0.1875 | 0.1721

1.2271 0.0200

0.1161 0.3412

[ —0.0000 | 0.0692 | 0.2860
"= 00000 |7 4T | 02075 | T T | 0.1537
0.2075 0.0245

pp = 0.0000, pg=0.3231, p.=0.1737, p=0.2013

—0.1949 —0.4318
. | —0.3944 . [ 00781 o | —01751
ATT=1 osses |0 YT [ —0.1522 } A= g assT
2.1670 —0.0553
0.2457 0.6182
o o an.a_ | 02720 on.a | 03657
t, =1, tg=0.3615, z + t,Az" = 14829 |8 + tgAst = 0.0688
3.3941 0.0000
0.0671
o B . | 00521
p = 0.0883, 0 =0.0845, re=| o
—0.1369
~0.1015 0.0260
.| —0.2514 . [ —0.139% . | 0.0837
ATT=1 o329 |0 AT [ —0.0894 } A= 01396
1.3587 0.0894
—0.2964 —0.4058
—0.6458 —0.0614 —0.0914
AT=1 goam |0 AV T [ —0.2416 ] A= 1461
3.5256 0.0341
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=1.0319, t¢

max max

= 1.1779, t, = 1.0000, t4 = 1.0000

0.1442 0.3685
> | 0.0206 > [ —0.0260 , | 03377
Tl 18352 |0 Y T —o00541 |7 % T | 0.0260

4.7527 0.0541

Pp Pd 2 1 T2 3 T4
0.0000 0.0000 0.0912 0.0611 0.0169 1.9219 4.8543
0.0000 0.0034 0.0032 0.0234 0.0070 1.9697 4.9419
0.0000 0.0008 0.0003 0.0089 0.0028 1.9883 4.9772
0.0000 0.0000 0.0000 0.0034 0.0011 1.9955 4.9911
0.0000 0.0000 0.0000 0.0013 0.0004 1.9983 4.9966
0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0002 1.9994 4.9987
0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0001 1.9998 4.9995
0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 1.9999 4.9998
0.0000 0.0000 0.0000

© 00 J O U i W N

—
o

EJERCICIOS

11.1 Considere el siguiente problema de PL:

min z = 3x1 + 429

r1+2x2 > 4
51+ 2290 > 12
z > 0.

Llévelo a la forma estdndar. A partir de 1 = 3, zo = 3, y1 = 0.2,

y2 = 0.2 construya x°, 0, s® y utilice el método primal-dual afin

factible.

11.2 Aplique el método de Mehrotra al siguiente problema:

min z = 10x1 + 329

T1 + 229 — 23 = 4
5x1 + 2x9 — x4 =12
x> 0.
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11.3

11.4

11.5

11.6

11.7

Aplique el método de Mehrotra al siguiente problema

min z = 10x1 4+ 429

T1 + 220 — X3 = 4
5x1 + 219 —x4 =12
x> 0,

partiendo de 2° = (1,1,1,1), y° = (0,0), s = (1,1,1,1). Compare
con la solucion obtenida con el simplex.

Escoja un problema de PL tal que el valor de la funcién objetivo no
esté acotado inferiormente (su dual no tiene solucién). Observe lo que
pasa al aplicar el método de Mehrotra.

Escoja un problema de PL que no tenga solucién y que su dual tam-
poco tenga solucién. Observe lo que pasa al aplicar el método de
Mehrotra.

Resuelva el siguiente problema:

—
X
[\
|
EN|
~—"
[\v]

min f(.%'l,.%'2> = (.731 - 7)2

—_
]

T+ 22
X1

Z2

IV IN IV IN +

X

Resuelva el siguiente problema:

—~
=
[\
|
-3
~
[\

min f(z1,z9) = (z1 — 7)°

—
o

T+ X2
T

x2

IV IAN IV IN +

e

T
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Capitulo 12

PROGRAMACION
DINAMICA

Este capitulo, pretende presentar la principal idea de la programacién di-
namica: toda subpolitica de una politica dptima también debe ser optima.
El anterior principio se conoce como el principio de optimalidad de Richard
Bellman.

El nombre de programacién dindmica se debe a que inicialmente el
método se aplicé a la optimizacion de algunos sistemas dindamicos, es de-
cir, sistemas que evolucionan con el tiempo. Sin embargo, el tiempo no es
indispensable, se requiere simplemente que los sistemas se puedan expresar
por etapas o por fases.

Dicho de otra forma, la idea basica de la programacién dindmica consiste
en convertir un problema de n variables en una sucesién de problemas mas
simples, por ejemplo, de una variable, y para mas sencillez, una variable
discreta.

Desde un punto de vista recurrente!: un problema complejo se resuelve
mediante el planteamiento de problemas mas sencillos pero analogos al
problema general. Estos problemas més sencillos se resuelven mediante el
planteamiento de problemas atin mas sencillos pero que siguen guardando la
misma estructura. Este proceso recurrente se aplica hasta encontrar prob-
lemas de solucién inmediata. Una vez resueltos estos problemas supersen-
cillos se pasa a la solucién de los problemas un poquito mas complejos y
asi sucesivamente hasta calcular la solucién del problema general.

Aunque el principio es muy sencillo y aplicable a muchos problemas,

LCon cierta frecuencia, en lugar de recurrente, se utiliza el término “recursivo”, angli-
cismo usado para la traduccion de “recursive”.
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se aplica de manera especifica a cada problema. Es decir, no existe un
algoritmo (o un programa de computador) tnico que se pueda aplicar a
todos los problemas.

En lugar de presentar férmulas, definiciones o conceptos generales pero
abstractos, se presentan ejemplos tipicos con sus soluciones. Todos los ejem-
plos presentados son deterministicos, es decir, se supone que todos los datos
del problema son conocidos de manera precisa.

12.1 EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

12.1.1 Enunciado del problema

El Ministerio de Obras desea construir una autopista entre la ciudad de
Girardot, que denotaremos simplemente por A y la ciudad de Barranquilla
denotada porZ. Globalmente, la autopista sigue la direcciéon del rio Mag-
dalena. El valle del rio y su zona de influencia directa se dividié en una
sucesién de n regiones adyacentes que, por facilidad, llamaremos R, Ro, ...
R,. La ciudad A estd en Ry y Z estd en R,,. La autopista pasa por todas las
n regiones, pero estd previsto que pase solamente por una ciudad de cada
regién. Sin embargo en algunas regiones hay varias ciudades importantes
y cada una de ellas podria ser la ciudad de la regién por donde pasa la
autopista. Con este esquema, el Ministerio estd estudiando muchos tramos
de autopista, cada tramo va de una ciudad en una regién, a otra ciudad
en la regién siguiente. Sin embargo, de cada ciudad en una regién no hay
necesariamente tramos a todas las ciudades de la siguiente region. Pero por
otro lado, para cada ciudad de la regiones intermedias, de la 2 a la n — 1,
hay por lo menos un tramo proveniente de una ciudad de la regién anterior
y por lo menos un tramo que va hasta una ciudad de la siguiente region.

Para cada uno de estos tramos posibles el Ministerio ha calculado un
costo total que tiene en cuenta, entre otros aspectos, la distancia, las dificul-
tades especificas de la construccién, el sobrecosto del transporte desde otras
ciudades de cada regién hasta la ciudad por donde pasa la autopista.

El objetivo del Ministerio es encontrar una sucesiéon de tramos concate-
nados, que van desde A hasta Z, con costo minimo.

Las condiciones del problema se pueden formalizar de la siguiente manera:

e N = {A,....Z} conjunto de ciudades o nodos. N es simplemente
un conjunto finito cualquiera (no necesariamente un subconjunto del
abecedario), en el cual estdn Ay Z.
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e L - L - ___L____

Ry, Rs, ...., R, forman una particiéon de N, es decir,

RiURyU..UR, =N,
R, #0, i=1,..,n,
RiNRj=0 si 1#j.

Ry = {A}.

R, =1{2}.

e ' C N x N conjunto de tramos posibles (“fechas” del grafo? ).

Si (i,7) € T entonces existe 1 <k <n—1talquei € Ry y j € Riy1.

Para 1 < kK < n—1, si ¢ € Ry entonces existe j € Riy1 tal que
(i,j) € I.

2Un grafo G es una pareja G = (N,T'), donde N es el conjunto finito de vértices y
I' C N X N es el conjunto de flechas

281



CAPITULO 12. PROGRAMACION DINAMICA

e Para 2 <k <mn, sii € Ry entonces existe j € Ri_; tal que (j,i) € I'.
e Si (i,7) € I' entonces se conoce c(i,j) = ¢;; > 0.

En teoria de grafos se habla de predecesor, sucesor, conjunto de prede-
cesores, conjunto de sucesores. La utilizacion de estos conceptos, con sus
respectivas notaciones, facilita y hace méas compacto el planteamiento del
problema. Si la flecha (7,j) estd en el grafo se dice que i es un predece-
sor de j, y que j es un sucesor de i. Se denota por I'" (i) el conjunto de
predecesores de i y por I't (i) el conjunto de sus sucesores. Entonces:

T=(i) # 0, Vi # A.
TH(i) #0, Vi# Z.
i€Ry = T (i)C Rp_1, k=2,..,n.

i€Ry = IT())C Rppq, k=1,..,n—1.

12.1.2 Planteamiento del problema de optimizacién

El problema se puede presentar de la siguiente manera: encontrar 1, is, ...,
in para minimizar una funcién con ciertas restricciones:

n—1
min C(il,ig) + C(ig, i3) + ...+ C(in_l,in) = C(ik,ik+1)
k=1
(ik,ik+1) el k=1,...,n—-1
ir € R, k=1,...,n.

En realidad el problema depende tinicamente de n — 2 variables: io, i3,
vy In_1 yvaque iy = A, i, = Z. Ademads la dltima condicién se puede quitar
puesto que ya estd implicita en las propiedades de T'.

A cada una de las ciudades de R llega por lo menos un tramo desde una
ciudad de R;, pero como en R; solo hay una ciudad entonces: a cada una
de las ciudades de Rs llega por lo menos una ruta desde A. A su vez, a cada
una de las ciudades de R3 llega por lo menos un tramo desde una ciudad
de Ry y como a cada ciudad de Ry llega una ruta desde A entonces: a cada
una de las ciudades de Rg3 llega por lo menos una ruta desde A. Repitiendo
este proceso se puede deducir que a cada una de las ciudades llega por lo

menos una ruta desde A. En particular existe por lo menos una ruta desde
A hasta Z.
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Una manera de resolver este problema es utilizando la fuerza bruta:
hacer una lista de todas las rutas posibles desde A hasta Z, para cada ruta
evaluar el costo (sumando los costos de cada tramo), y buscar la ruta (o una
de las rutas) de menor costo.

De ahora en adelante, cuando se hable del mejor (camino,
procedimiento, politica, ... ) se entenderd que es el mejor, en el
sentido estricto cuando hay uno solo, o uno de los mejores cuando
hay varios.

12.1.3 Solucién por programacion dindmica

La forma recurrente de resolver este problema es muy sencilla. Para conocer
la mejor ruta de A hasta Z basta con conocer la mejor ruta a cada una de
las ciudades de R,,_1. Al costo de cada ruta 6ptima hasta una de ciudad
de R,_1 se le agrega el costo del tramo entre esa ciudad de R,—1 y Z en
R, y finalmente se escoge la menor suma. Definir algunas funciones permite
escribir el razonamiento anterior de manera mas corta y precisa.

Sean :

C}(Z) : costo minimo de todas las rutas desde A hasta Z.
*_1(@) : costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad 7 € R,,—1.

Entonces la solucién recurrente dice:
Cr(Z)= min {Cp_1(i) + c(i, Z)}.
1€ER,_1

Obviamente esto presupone que se conocen todos los valores C¥_; (i), y
entonces la pregunta inmediata es: ;Cdomo se calculan los valores C_(i)?
La respuesta es de nuevo recurrente: Utilizando los costos de las rutas mi-
nimas desde A hasta las ciudades de R,_s.

Sea :

% _o(1) : costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad 7 € R,,_o.

Entonces la solucién recurrente dice:

n-1(7) = min{Cp2(i) + c(i, ) : i € T7(j)}, J € Rna.
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Este proceso se repite hasta poder utilizar valores “inmediatos” o de muy
facil obtencion. Para este problema de la autopista, puede ser

C3(j) = c(Aj), Jj€ Ra.

donde C3(j)indica costo minimo de todas las rutas (hay una sola) desde A
hasta la ciudad j € Rs.

La deduccién de la solucién recurrente se hizo hacia atras (desde n hasta
2) pero el célculo se hace hacia adelante (de 2 hasta n). En resumen,

e definir una funcién que permita la recurrencia,

definir el objetivo final,

definir las condiciones iniciales (faciles de evaluar),

definir una relacién o férmula recurrente,

calcular los valores iniciales,

hacer célculos recurrentes hasta encontrar la solucién

Para este problema :

C} (i) = costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad t € R, k=2,...,n
Cn(2) =
C3(5) ( i), J€ R
Cry1(J) = min{Cr(i) +c(i,j): i €7 (j)}, 2<k<n—1, j€ R

Un planteamiento ligeramente diferente podria ser:

C} (i) = costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad t € R, k=2,...,n
CrZ)y="7
Ci(A)=0
Cra(f) = min{Cy (i) + ¢(i,j): i € T ()}, 1<k<n—1, j€ Ry

La diferencia esta simplemente en el “sitio inicial”.
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12.1.4 Resultados numéricos

Los valores iniciales se obtienen inmediatamente:

CA2 47
C3(3) = caz = 5.

El proceso recurrente empieza realmente a partir de las ciudades de Rs:

C3(4) = Z_eflzljf(l4){05(i) + cia},

= min{C;‘(Q) + 024},
= min{4 + 11},
Ci(4) = 15,

C3(5) = iefgjf(ls){cék(i) + cis },

= min{C;‘(Q) + C25, C; (3) + 035},
= min{4 + 10,5 + 12},
C3(5) = 14.

C3(6) = min {C305) + ex).

= min{C5(2) + c26, C5(3) + c36},
= min{4 + 9,5 + 8},
1 (6) = 13.

En resumen para la regién Rs:

C3(4) = 15,
C3(5) = 14,
CE(6) = 13

Para la regién Ry:
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Ci(7) = min {C309) + ex),

= min{C5(4) + ca7, C5(5) + ¢57, C3(6) + co7},
=min{15+ 1,14 + 2,13 + 6},
C3(7) = 16.

Ci(8) = iergjf(lg){cék(i) + cis, }

= min{C3(5) + cs8, C3(6) + ces},
= min{14 + 3,13 + 4},
C;(8) =17.

En resumen para la regién Ry:

Finalmente para Z en Rj:

C3(2) = min (C1(i) + eiz),

= min{C}(7) + c77,C;(8) + csz},
= min{16 + 5,17 + 8},
Ci(Z) = 21.

Ya se obtuvo el costo minimo, pero es necesario conocer también las
ciudades por donde debe pasar una autopista de costo minimo.
informacién que se tiene no se puede reconstruir la mejor ruta. Entonces
es necesario volver a resolver el problema, pero esta vez es necesario, para
cada ciudad intermedia j, no solo conocer C}(j), sino también saber desde

que ciudad ¢* de la regién Rj_1 se obtiene este costo minimo.

Obviamente

Ci(2) =4, i

I
1N
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C3(3) =5, i = A

C5(4) se obtiene viniendo de la tnica ciudad predecesora: 2.

Ci(4) =15, i* =2.

C3(5) = min{C5(2) + c25,C5(3) + ¢35},
= min{4 + 10,5 + 12},
Ci(5) = 14, * = 2.

Para C3(7) hay empate ya que se obtiene el costo minimo viniendo de 2
o viniendo de 3, sin embargo basta con tener informacién sobre una de las
mejores ciudades precedentes, por ejemplo, la primera encontrada.

C5(6) = min{C3(2) + c26, C3(3) + 36},
= min{4 + 9,5 + 8},

Ci(6) = 13, i* = 2.

Toda la informacién necesaria para poder calcular el costo minimo desde
A hasta Z y poder reconstruir una ruta minima es:

g1 C3G) ||| C3G) | g CiG) | | CEG) | i
2 4 [Afa] 15 [27] 16 [4]z| 21 |7
3] 5 [A]5] 14 [2fs8] 17 [5

6] 13 |2

Luego segiin la tabla, el costo minimo es 21. Ademés a Z se llega prove-
niente de 7, a 7 se llega proveniente de 4, a 4 se llega proveniente de 2, y
finalmente a 2 se llega proveniente de A. Entonces la autopista de costo
minimo (o una de las autopistas de costo minimo) es: (A,2,4,7,7)

12.1.5 Solucién hacia atras

La solucién presentada en los dos numerales anteriores se conoce como la
solucién hacia adelante. También se tiene una solucién andloga hacia
atras. Se busca el costo minimo desde cada ciudad hasta Z empezando con
el costo desde las ciudades en la region R,_1.
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C}: (i) = costo minimo de todas las rutas desde la ciudad i € Ry,
hasta Z, k=n—1,n—2,...,1.

Objetivo final:

CHA) = 7

Condiciones iniciales:

*

n—l(j) = C(jv Z), J€ Rp_1.

Relacion recurrente:

Cr—1(t) = min {c(i,j) + CE(j)}, n—1>k>2, i€ Rp.
JET (i)

Obviamente

C3(4) = min {c(4,5) + Ci()},
3(4) = min {e(4,7) + Ci0)}

=min{c(4,7) + C;(7)},
= min{l + 5},
C3(4) =6, j° =T

C3(5) = min {c(5,5) + Ci(5)},
3(0) = min {c(5,7) + C10)}

= min{c(5,7) + C1(7), ¢(5,8) + C1(8)},
= min{2 + 5,3 + 8},
C3(5)=17, 75 =T1.

y asi sucesivamente.
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*

i | C3@) | g i | C3@) | g i | C5@) | g | CT@@) | g7
7 5 |z|4a] 6 |72 17 [4]A] 21 |2
8| 8 |z|5] 7 [ 73] 19 |5

6] 11 |7

Luego segun la tabla, el costo minimo es 21. Ademds se llega desde A
pasando por 2, se llega desde 2 pasando por 4, se llega desde 4 pasando por
7, y finalmente se llega desde 7 pasando por Z. Entonces la autopista de
costo minimo (o una de las autopistas de costo minimo) es: (A,2,4,7, Z)

12.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE
MEDICOS

12.2.1 Enunciado del problema

(Adaptacién de un ejemplo de Hillier y Lieberman). La OMS (Organi-
zacién Mundial de la Salud) tiene un equipo de m médicos especialistas en
salud publica y los desea repartir en n paises Py, P, ..., P, para que desa-
rrollen campanas educativas tendientes a disminuir la mortalidad infantil.
De acuerdo con las condiciones especificas de cada pais, de la tasa de na-
talidad, de la mortalidad antes de los dos anos, del niimero de habitantes,
la OMS posee evaluaciones bastante precisas de los valores b(7,j) = bjj,
1=0,...,m, 7 =1,...,n que indican el beneficio de asignar ¢ médicos al pais
P;. Este beneficio b;; indica (en cientos de mil) la disminucién en el nimero
de ninos muertos antes de los dos anos de vida, durante los préximos 5 anos.
Asi por ejemplo, beg = 6 indica que si se asignan 2 médicos al pais Ps se
espera que en los proximos 5 anos haya una disminucién de 600000 en el
numero de nifios muertos antes de los dos anos de vida.

Los beneficios no son directamente proporcionales al nimero de médicos,
es decir, si bg3 = 6 no se cumple necesariamente que by = 12.

Se supone ademds que no es obligatorio asignar médicos en cada uno de
los paises y también se supone que es posible asignar todos los médicos a un
solo pais.

También se supone que al aumentar el nimero de médicos asignados a
un pais el beneficio no disminuye. Pensando en un problema maés general se
podria pensar que cuando hay demasiadas personas asignadas a una labor, se
obstruye el adecuado funcionamiento y el resultado global podria disminuir.
Sin embargo se puede suponer que b;; indica el mayor beneficio obtenido en
el pais P; al asignar a los mds ¢ médicos.
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La OMS desea saber cuantos médicos debe asignar a cada pais para
maximizar el beneficio total, o sea, para maximizar la disminucién total en
la mortalidad infantil en los n paises.

12.2.2 Planteamiento del problema de optimizaciéon

Se necesita conocer el nimero de médicos que se asigna a cada pais para max-
imizar el beneficio total, sin sobrepasar el ntimero de médicos disponibles.
Si x; indica el nimero de médicos que se asignan al pais P;, entonces el
problema de optimizacién es:

max 3" b(x;, )
j=1

n
E €y S m,
=1

0<z;<m, j=1,..,n,
IS Z, j=1,...,n.

Este problema se puede resolver por la fuerza bruta construyendo todas
las combinaciones, verificando si cada combinacién es factible (2?21 z; <
m) y escogiendo la mejor entre las factibles. De esta forma cada variable
puede tomar m+1 valores: 0, 1, 2, ..., m, o sea, es necesario estudiar (m-+1)"
combinaciones. Es claro que para valores grandes de m y n el ntimero de
combinaciones puede ser inmanejable.

12.2.3 Solucién recurrente

Para asignar optimamente m médicos a los n paises hay que asignar una
parte de los médicos a los paises Py, Pa, ..., P,—1 y el resto al pais P,.
Supongamos que sabemos asignar éptimamente 0, 1, 2, 3, ...., m médicos a
los paises Pi, Ps, ..., P,_1. Entonces para asignar éptimamente m médicos
a los n paises hay que considerar m + 1 posibilidades:

e 0 médicos a los paises Pi,..., P,—1 y m médicos a P,
e 1 médico a los paises Pi,..., P,_1 y m — 1 médicos a P,

e 2 médicos a los paises Pi,..., P,—1 y m — 2 médicos a P,
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e m médicos a los paises Pi,..., P,—1 y 0 médicos a P,

Al escoger la mejor combinacién se tiene la solucién del problema. Obvi-
amente para conocer las soluciones 6ptimas en los primeros n — 1 paises
se requiere conocer las soluciones éptimas en los primeros n — 2 paises
y asi sucesivamente. O sea, primero se resuelve el problema de asignar
Optimamente médicos al primer pais, con estos resultados se puede obtener
la asignacion 6ptima de médicos a los 2 primeros paises, y asi sucesivamente
hasta obtener la solucién global.

Bj (i) = beneficio maximo obtenido al asignar ¢ médicos

alos paises P, P», ..., P, k=1,...n, i=0,...,m.

Objetivo final:
Condiciones iniciales:

Relacion recurrente:

Biia(i) = max {Bi(i =) +bjen), k=1lon—1 i=0..m.

0

Esta relacion recurrente dice que la mejor manera de asignar ¢ médicos a
los paises Py, P, ..., Pr41 es estudiando todas las posibilidades consistentes
en asignar j médicos al pais P41 y el resto, ¢ — j, a los paises Py, Ps, ..., Py.
12.2.4 Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: m =5, n = 4 y los siguientes beneficios:

i [ bar | bz | bis | bia |
0 0 0 0 0
1 2 2 1 4
2 4 3 4 5
3 6 4 7 6
4 8 8 9 7
51 10| 12 | 11 8
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Condiciones iniciales:

Bi(1)=2, j* =1,

BT(Q) = 47 .7* = 4,

BT(3) =0, .7* = 9,

Bik(4) =38, .7* =%

BT(E)) =10, 7" =5

B3(0) = Oglfgo{Bik(O —J) + bja},

= max{B7(0) + bo2},

= max{0 + 0},

B3(0) =0, j* =0.

By (1) = max {Bi(1 - j) + bja},
= max{ B (1) + bo2, B7 (0) + b12},
=max{2 + 0,0 + 2},

Bi(1)=2, j*=0.

B3(2) = max {B{(2 = 1) + b2}

= max{B](2) + by, Bi (1) + b1, Bf(0) + bas},
=max{4+0,2+2,0+ 3},

Para los dos primeros paises se tiene:

B;(O) =0, 77 =0,
B5(1) =2, j* =0,
B;(2) = 47 ]* = U,
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Un ejemplo de un cédlculo para los tres primeros paises es:

Bi4) = o, (B34~ ) + by}
= max{B5(4) + b3, B5(3) + b13, B3(2) + bas,
B3(1) + b33, B5(0) + baz},
=max{8+0,6+1,44+4,2+ 7,0+ 9},
Bi(4) =9, j* =3

En la siguiente tabla estan los resultados importantes:

([ 50 [ [ 550 [ [ 50 [ [ B [
0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 2 0 2 0
2 4 2 4 0 4 0
3 6 3 6 0 7 3
4 8 4 8 0 9 3
5) 10 5 12 5 12 0 13 1
Se observa que no es necesario calcular Bj(0), Bj(1), ..., B5(4), ya que

no se utilizan para calcular Bj(5). El beneficio maximo es 13. Este beneficio
méaximo se obtiene asignando 1 médico al cuarto pais (j* = 1). Entonces
quedan 4 médicos para los primeros 3 paises. El j* correspondiente a Bj(4)
es 3, esto indica que hay que asignar 3 médicos al tercer pais. Entonces
queda 1 médico para los primeros 2 paises. El j* correspondiente a Bj(1)
es 0, esto indica que hay que asignar 0 médicos al segundo pais. Entonces

queda 1 médico para el primer pais.

x] =1,
x5 =0,
x3 =3,
xy =1,
Bi(5) = 13.
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12.2.5 Problema de asignacién de médicos con cotas superi-
ores

El planteamiento de este problema es una generalizacion del anterior, la
Unica diferencia es que para cada pafs P; hay una cota superior v; para el
nimero de médicos que se pueden asignar alli. Obviamente se debe cumplir
que v; < m. Para garantizar lo anterior, basta con considerar una nueva
cota 1}} = min{v;, m}. Entonces los datos para este problema de médicos
con cota superior son:

e m numero de médicos

n numero de paises

v1, V2, ..., Uy cotas superiores para el nimero de médicos en cada pais

para cada pafs P; los valores de los beneficios b;; = b(4, j): boj, b1j, ...

bu,j

El planteamiento del problema de optimizacién es el siguiente: encontrar
r1, To, ..., T, para maximizar el beneficio total con ciertas restricciones:

max »_ b(z;, j)
j=1

n
g r;<m
Jj=1

0<z;<vj, j=1,..,n
r; €L, 3=1,...,n

Antes de plantear la solucién recurrente es necesario considerar lo sigu-
iente: el nimero de médicos que se asignan al conjunto de paises P, Ps, ...,
Py, no puede ser superior a m y tampoco puede ser superior a la suma de
sus cotas superiores. Para esto se introducen unos nuevos valores

k
Vi = min{m,Zvj}, k=1,.. n.
j=1

BJ (i) = beneficio méximo obtenido al asignar i médicos
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a los paises Py, Pa, ..., P, k=1,...n, i=0,..., V.

Objetivo final:

Condiciones iniciales:

BI(Z) = bila i = 07 7‘/1

Relacién recurrente:

By 1(i) =max{B;(i — j) + bjrq1}, k=1,..,n—1, i=0,.., Vi1
0<i—j<Vi
i—j<i
0<j<vps
Jj<i
Los limites para la variaciéon de ¢ — j y de j han sido presentados de

la manera mas natural y mas segura posible, pero obviamente hay algunas
redundancias y admiten simplificaciones.

max{i — V4, 0} < 7 < min{i, vz}

Consideremos los siguientes datos: m = 5, n = 4, v; : 3,4,2,3 y los
siguientes beneficios:

i | ba | bz | bis | bia |
0 0 0 0 0
1 2 2 1 4
2 4 3 4 5
3 6 4 7 6
4 8

Entonces

‘/1237‘/&:57‘/3:5,‘/21:5.

Condiciones iniciales:
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B}(2) = max (Bi(2 — j) + byo}

= maX{Bik(Z) + bo2, Bf(l) + b12, B1(0) + baa }
=max{4+ 0,2+ 2,0+ 3}

Bj(2) =4, j*=0.

Bj(5) = max {Bi(5— J) + bye}

=max{B](3) + be2, B} (2) + bs2, B{ (1) + bsa}
=max{6 +3,4+4,2+8}

Bi(5) =10, j* =4.

L I Bi() [ [ B3() [ 5° [ Bi(d) | j* | Bi(d) | j* |
o 0 o] 0 JOo] 0 [0

1 2 [1] 2 [0 2 |0

2 4 [2] 4 [o0| 4 |0

3] 6 3] 6 0] 6 |0

1 8 [1] 8 |0

5 0 |4] 10 |0 12 |1

El beneficio maximo es 12. Este beneficio maximo se obtiene asignando
Entonces quedan 4 médicos para los
primeros 3 paises. El j* correspondiente a B3 (4) es 0, esto indica que hay
que asignar 0 médicos al tercer pais. Entonces quedan 4 médicos para los
primeros 2 paises. El j* correspondiente a B3(4) es 1, esto indica que hay
que asignar 1 médico al segundo pais. Entonces quedan 3 médicos para el

1 médico al cuarto pais (5% = 1).

primer pais.
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x] =3

7

23 =0

xy =1
Bi(5) = 12

12.2.6 Problema de asignacién de médicos con cotas inferi-
ores y superiores

El planteamiento de este problema es una generalizacion del anterior, ahora
para cada pafs P; hay una cota inferior u; y una cota superior v; para el
nimero de médicos que se pueden asignar alli. Obviamente se debe cumplir
que 0 <wuj <wv; <m.

Los datos para este problema son:

e m numero de médicos,

e 71 numero de paises,

® uq, ..., Uy, cotas inferiores para el nimero de médicos,
® V1, ..., Uy cotas superiores para el namero de médicos,

e para cada pafs P; los valores de los beneficios b;; = b(i, j): bu,j, bu;+1,5

ey b

Para que no haya informacién redundante, los datos deben cumplir la
siguiente propiedad: la cota superior para el nimero de médicos en el pais
P; debe permitir asignar el niimero minimo de médicos en los otros paises,
es decir:

n

vy <m— E U;.
=1
i#]

En caso contrario
n
/ .
v; = min{v;, m — E (T
i=1
i#]
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El problema tiene solucién si y solamente si el nimero total de médicos
disponibles alcanza para cumplir con las cotas inferiores:

n
g u; < m.
J=1

El planteamiento del problema de optimizacién es el siguiente: encontrar
1, T9, ..., Tp para maximizar el beneficio total con ciertas restricciones:

max Z bz, )
j=1

n
§ T 5 < m,
Jj=1

Uj < €5 < Vj, j = 1,...,71,

x; €4, j=1,..,n.

Antes de plantear la solucién recurrente es necesario considerar lo sigu-
iente: el nimero de médicos que se asignan al conjunto de paises P, P, ...,
Py, no puede ser inferior a la suma de sus cotas inferiores. Por otro lado, no
puede ser superior a m, tampoco puede ser superior a la suma de sus cotas
superiores y debe permitir satisfacer las cotas minimas para el resto de
paises, es decir, para los paises Pyy1, Piio, ..., Pn. Para esto se introducen
unos nuevos valores

k
Uk:ZUj y k:L...,n
j=1
k n
Vi = min{m, Zvj, m — Z ujt, k=1,...,n
Jj=1 j=k+1

n

k
Vi :min{Zvj, m — Z uj}
j=1

j=h+1

Aqui se sobreentiende que el valor de una sumatoria es cero, cuando el
limite inferior es mas grande que el limite superior, por ejemplo,

2
Z a; = 0.
=4

298



12.2. EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE MEDICOS

By (i) = beneficio maximo obtenido al asignar ¢ médicos

a los paises P, Po, ..., P, k=1,...n, i=Uy,...,V}.
Objetivo final:

Bi(m) = 7

Condiciones iniciales:

Bi(i) =by, i="Uy,..,Vi.

Relacion recurrente:

B]:_H(i) :maX{BZ(i *]) + bj,k-i-l}v k= 1,...n—1, 1= Uk—Ha cees Vk+1-
U <i—j <V
Up+1<J <Ukt1
Jj<i

En resumen, la variacién de j en la relacion recurrente estd dada por:

max{i — Vi, up1} < j < min{i — Uy, vg1}.

Consideremos los siguientes datos: m = 5, n = 4, w; : 0,0,1,2 ,
v; : 3,4,2,3 y los siguientes beneficios:

i | ba | bz | bis | bia |
0 0 0

1 2 2 1

2 4 3 4 5
3 6 4 6
4 8

Si se considera el segundo pais, para los demés paises en total se necesitan
por lo menos 0+142=3 médicos, luego en el segundo pais no se pueden
asignar mas de 5 — 3 = 2 médicos, entonces los valores bsg = 4 y byo = 8
nunca se van a utilizar. En realidad los datos con los cuales se va a trabajar
son:

u;:0,0,1,2, vj:2,2,2,3.
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i [ bir [ bio | bis | bus |
0 0

?
0
1 21 2| 1
2
3

41 3| 4] 5

Uy =0, Vi =min{2,5 -3} =2,
Us =0, Vo =min{4,5—3} =2,
Us =1, V3 =min{6,5— 2} =3,
Uy =3, V4 =min{9,5 -0} =5.

Condiciones iniciales:

B3(1) = gua, (BH (1~ ) + bi)
=max{Bj (1) + bpg, BT(O) + b12}
=max{2+ 0,0+ 2}

B5(1) =2, j*=0.

B3(3) = max {B3(3— J) + bya)

=max{B;3(2) + b1z, B5(1) + ba3}
=max{4 + 1,m}
Bi(3) =6, j* =2

300



12.2. EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE MEDICOS

L I Bi@) [ [ B3() [ j* | B3() | j* | Bi(®) | j* |
o 0 o] 0 [0

12 (1] 2 o] 1 |1

o 4 [2] 4 o] 4

3 6 |2

i

5 TE

El beneficio maximo es 11. Este beneficio médximo se obtiene asignando
2 médicos al cuarto pais (j* = 2). Entonces quedan 3 médicos para los
primeros 3 paises. El j* correspondiente a B3(3) es 2, esto indica que hay
que asignar 2 médicos al tercer pais. Entonces queda 1 médico para los
primeros 2 paises. El j* correspondiente a B;(1) es 0, esto indica que hay
que asignar 0 médicos al segundo pais. Entonces queda 1 médico para el
primer pais.

x] =1,
x5 =0,
x5 =2,
xy =2,
Bi(5) = 11.

El problema anterior también se puede resolver como un problema con
cotas superiores (sin cotas inferiores) considerando unicamente los datos por
encima de lo exigido por las cotas minimimas, es decir, de los m médicos
disponibles en realidad hay tnicamente

n
m =m — g U;
i=1

médicos para distribuir, pues de todas formas hay que asignar » ;" | u; para
satisfacer las cotas minimas.

La cota maxima para el niumero de médicos adicionales en el pais P; es
naturalmente

[

Yj

vj —uj, j=1,...,n.

De manera andloga se puede pensar en un beneficio bgj correspondiente
al beneficio adicional al asignar ¢ médicos, por encima de de la cota minima
u; en el pais P;
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bij = 0(i +uj,7) = b(uj,j), 1<j<n, 0<i<u

Al aplicar estos cambios a los datos del problema se tiene:

m =5-3=2, n=4, v;:2,2,1,1.

[ [0y [0y [0 [ 0]
0] 0] 0] 0] 0
1 2] 2] 3] 1
2 4] 3

La solucién de este problema modificado es:

ry =4
«
Ty = O,
«
.'1'/'3 — 1,
"
$4 — 0,
* _
B (2) =

Entonces

ri=14u=14+0=1,
5 =0+us=0+0=0,
ai=l+ug=1+1=2
3 =04+us=0+2=2,
n
Bi(5) =5+ b(uj,i) =5+6=1L
i=1

Como observacién final sobre estos datos numéricos, se puede ver que
para cada uno de los tres problemas hay varias soluciones, en particular para
este ultimo problema hay otra solucién:

x] =0,
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12.3 EL PROBLEMA DEL MORRAL
(KNAPSACK)

12.3.1 Enunciado del problema

Un montanista esta planeando una excursién muy especial. Evaluando la
capacidad de su morral, la dificultad de la excursién, algunos implementos
indispensables y sus fuerzas, cree que tiene en su morral una capacidad de
C € Z kilos (u otra unidad de peso, o de manera més precisa, de masa)
disponibles para alimentos. De acuerdo con su experiencia, sus necesidades
y sus gustos ha escogido n tipos de alimentos A;, Ao, ..., A,, todos mds
o menos equilibrados. Estos alimentos vienen en paquetes indivisibles (por
ejemplo en lata) y p; € Z indica el peso de cada paquete del alimento
A;. Teniendo en cuenta la composiciéon de cada alimento, las calorias, las
vitaminas, los minerales, el sabor, el contenido de agua, etc., el montanista
asigné a cada paquete del alimento A; un beneficio global b;.

El montanista desea saber la cantidad de paquetes de cada alimento
que debe llevar en su morral, de tal manera que maximice su beneficio, sin
sobrepasar la capacidad destinada para alimentos.

En este problema se supone que no es obligacién llevar paquetes de cada
uno de los alimentos. También se supone que no hay cotas inferiores ni
superiores para el nimero de paquetes de cada alimento.

Tal vez ningin montanista ha tratado de resolver este problema para or-
ganizar su morral, seguramente ni siquiera ha tratado de plantearlo. Lo que
si es cierto es que hay muchos problemas, de gran tamano y de mucha im-
portancia, que tienen una estructura andloga. Hay libros y muchos articulos
sobre este problema.

12.3.2 Planteamiento del problema de optimizacion

Si z; indica el nimero de paquetes del alimento A; que el montanista debe
llevar en su morral, entonces se debe maximizar el beneficio, bajo ciertas
restricciones:
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n
max E bjx;
i=1

n
ijl‘j < C.
j=1

IS Z, j=1,..,n.

Este problema se puede resolver por la fuerza bruta construyendo todas
las combinaciones, haciendo variar x; entre 0 y |C/p;], verificando si cada
combinacién es factible (Z?:l pjz; < C) y escogiendo la mejor entre las
factibles. El significado de |t | es simplemente la parte entera inferior, o
parte entera usual, es decir, el mayor entero menor o igual a t. Es claro que
para valores grandes de n el niimero de combinaciones puede ser inmane-
jable.

La funcién objetivo (la funcién que hay que maximizar) es lineal, la
restriccién también es lineal, las variables deben ser enteras y se puede
suponer que los coeficientes b; y p; también son enteros. Entonces este
problema también se puede resolver por métodos de programacién entera
(programacién lineal con variables enteras).

12.3.3 Solucién recurrente

Para conocer optimamente el niimero de paquetes de cada uno de los n ali-
mentos, se divide el morral con capacidad 7 = C' en dos “submorrales”, uno
con capacidad j utilizado Unicamente para el alimento A, y otro submorral

con capacidad ¢ — j utilizado para los alimentos Ai, As,, ..., An,_1. Si se
conoce la solucién optima de un morral con capacidad ¢ = 0, ...,C para los
alimentos Aq, As,, ..., An,_1 entonces basta con estudiar todas las posibili-

dades de variacién de j y escoger la mejor para obtener la respuesta global.
Las posibles combinaciones son:

e ( kilos para Ay,...,A,_1, 0 kilos para A,

e C — 1 kilos para Ay,...,An_1, 1 kilo para A,

e 0 kilos para Ay,...,A,_1, C kilos para A,
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El razonamiento anterior se puede aplicar para los primeros n—1 alimen-
tos con un morral de i kilos de capacidad, y asi sucesivamente. Precisando

mas:

By (i) = beneficio médximo utilizando los primeros k alimentos en un
morral con capacidad de i kilos, 1 < k<n,0<:<C.

Objetivo final:

Condiciones iniciales:

Relacion recurrente:

Bj, (i) = max {BZ(i—j)—i—ka \‘]J}, 1<k<n-1, 0<i<C.

O=j<i Dk+1

Esta relacién recurrente dice que la mejor manera de conocer el niimero
de paquetes de los alimentos A;, Ag, ..., Ax+1 en un morral con una capaci-
dad de i kilos es estudiando todas las posibilidades consistentes en dejar j
kilos para el alimento Aiy1 y el resto, ¢ — j kilos, para los alimentos A;, Aa,

oy Ay

12.3.4 Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: C' =11, n =4, p; : 4, 3, 2, 5,
14,10,6,17.8.

Bi(0) =0, j* =0,
Bi(1) =0, j* =1,
Bi(2) =0, j* =2,
Bi(3) =0, j* =3,
Bi(4) =14, j* =4,
Bi(5) =14, j* =5,
Bi(6) = 14, j* =6,

b; :
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-k

i | Bi@) [ | B3G) [ 4* [ B3G) [ 4 | Bi() | j* |
0] 0 [0] 0 [O] 0 [0

1] 0o [1] 0 [0] 0 |0

2 0 [2] 0 [0] 6 |2

3 0 [3] 10 [3] 10 |0

4 14 [4] 14 [0] 14 |0

5 14 |5 14 0] 16 |2

6| 14 [ 6] 20 | 6] 20 |0

7 14 [ 7| 24 [3] 24 |0

8 28 [ 8] 28 [ 0] 28 |0

9o 28 [9] 3 [9] 30 |0

10| 28 [10] 34 | 6] 34 |0

11| 28 [11] 38 |3 3 [0 38 |0

En la tabla esta el resumen de los resultados.
38. Este beneficio maximo se obtiene asignando 0 kilos al cuarto alimento
(7 = 0). Entonces quedan 11 kilos para los primeros 3 alimentos. El j*
correspondiente a Bj(11) es 0, esto indica que hay que asignar 0 kilos al
tercer alimento. Entonces quedan 11 kilos para los primeros 2 alimentos. El
J* correspondiente a Bj(11) es 3, esto indica que hay que asignar 3 kilos al
segundo alimento, o sea, 1 paquete del segundo alimento. Entonces quedan
8 kilos para el primer alimento, o sea, 2 paquetes.

Bi(7) =14, j" =T,
Bi(8) =128, j" =38,
Bi(9) =128, j* =9,
B (10) = 28, j* =10,
Bi(11) =28, j* =11

B(3) = max {B}‘(3—j)+b2 LLJ}

1<;<3

_ x(a _ J

—llg%{Bl(B J)+1OM},

— max{0+0,0 40,0+ 0,0+ 10},
Bi(3) =10, j*=3.
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7] =2,
x5 =1,
25 =0,
zy =0,
Bi(11) = 38

Uno podria pensar que una manera simple de resolver este problema es
buscar el alimento con mayor beneficio por kilo, y asignar la mayor cantidad
posible de este alimento. Para los datos anteriores los beneficios por kilo
son: 3.5, 3.33, 3y 3.56 . Entonces se deberian llevar dos paquetes del cuarto
alimento para un beneficio de 35.6 . Es claro que esta no es la mejor solucion.

El problema del morral se puede convertir en uno andlogo al problema
de los médicos, introduciendo b;; el beneficio obtenido con 7 kilos dedicados

al alimento A;
7
b‘:b'{J
ij j »;
Para los datos anteriores se tendria la tabla

|

[ bir | bio [ bis | bia |
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0| 10 6 0

14| 10| 12 0

14| 10| 12 | 17.8

14| 20| 18 | 17.8

14| 20| 18 | 17.8

28 | 20 | 24 | 17.8

28 | 30 | 24 | 17.8

28 1 30 | 30 | 35.6

28 1 30 | 30 | 35.6

—| =
) = =Y T EN T RN R REN N E Y REy ) S

y la solucién éptima
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=3,
2 =0,
zj =0,
Bj(11) = 38.

Es conveniente recordar que x, indica el nimero de kilos dedicados al
producto i, luego 1 =2, o =1, 3=0, 4 =0, B;(11) = 38.

Este paso por el problema de los médicos, presenta un inconveniente
cuando C tiene un valor grande: es necesario construir una tabla muy grande
de datos (los beneficios), cuando en realidad el conjunto de datos es pequerio:
n, C, los p;, los b;.

El problema del morral también se puede generalizar al caso con cotas
inferiores y superiores para el nimero de paquetes de cada alimento.

12.4 PROBLEMA DE UN SISTEMA
ELECTRICO

12.4.1 Enunciado del problema

Un sistema eléctrico estd compuesto por n partes. Para que el sistema fun-
cione se requiere que cada parte funcione. En cada parte hay que colocar
por lo menos una unidad, pero se pueden colocar varias unidades para au-
mentar la probabilidad de que esa parte funcione. La probabilidad de que
todo el sistema funcione es igual al producto de las probabilidades de que
cada parte funcione. Los datos del problema son:

e 1 : numero de partes

e v; : numero maximo de unidades que se pueden colocar en la parte 7,
1< <n

pij = p(i,j) : probabilidad de que la parte i funcione si se colocan j
unidades, 1 <:<n,1 <5<y

e ¢;j = c(i,j) : costo de colocar j unidades en la parte i del sistema,
1<i<n, 1<j<v

e C € 7 : cantidad disponible para la construccién del sistema eléctrico
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Se desea conocer el nimero de unidades que hay que colocar en cada
parte de manera que se maximice la probabilidad de que todo el sistema
funcione si se dispone de un capital de C' pesos para la fabricacién.

Se supone, lo cual es totalmente acorde con la realidad, que p;;, ¢;; son
crecientes con respecto a j, es decir, si el nimero de unidades aumenta
entonces ni el costo ni la probabilidad pueden disminuir, o sea, p;; < p; j+1,
cij < ¢ij+1 para 1 < j < v; — 1. También se supone que 1 < v;. Ademds
el dinero disponible C' debe alcanzar para colocar en cada parte el niimero
méaximo de unidades posible, o sea, c(i,v;) < C Si esto no es asi, se puede
modificar el valor v; de la siguiente manera:

vi =j; donde c(i,j;) = 11%525}.{0” | cij < C}.

Adems4s se deberia cumplir

c(i,v) < C = e(j,1), Vi.

j=1

El problema tiene solucién si y solamente si
n

Z cin <C
i=1

12.4.2 Planteamiento del problema de optimizacion

Sea x; el nimero de unidades colocadas en la parte i

Este problema se puede resolver con fuerza bruta, construyendo todas
las posibilidades realizables y escogiendo la que maximice la probabilidad
de que todo el sistema funcione.
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12.4.3 Solucién recurrente

La idea recurrente es la misma de los problemas anteriores, el problema se
puede resolver dinamicamente, considerando inicialmente las mejores poli-
ticas para la primera parte, luego para la primera y segunda partes, en
seguida para la primera, segunda y tercera partes y asi sucesivamente hasta
considerar todo el sistema eléctrico.

La cantidad de dinero que se gasta en las primeras k partes tiene que ser
suficiente para colocar por lo menos una unidad en cada una de las primeras
k partes, ademas debe permitir que con el resto se pueda colocar por lo
menos una unidad en las restantes n — k partes y no debe ser superior a la
cantidad necesaria para colocar el nimero maximo de unidades en cada una
de las primeras k partes. Entonces los limites de variacién serdn:

k
CL = Zcil 1<k<n
i=1
k n
Dy = min Zc(i,vi),C’— Z Ci1
i=1 i=k-+1

P7(t) = probabilidad maxima de que el subsistema formado por
las primeras k partes funcione, si se gastan ¢ pesos

en su construccion, donde 1 < k <n, Cp <t < Dy.

Objetivo final:

PHC) = ?

Condiciones iniciales:

Pf(t) = 12}%}1{]013' ey <t}, C1 <t< D

Relacion recurrente: Si se dispone de t pesos para el subsistema formado
por las partes 1, 2, ...., k, k4 1, entonces se puede disponer de s pesos para
las primeras k partes y el resto, t — s pesos, para la parte k + 1. Haciendo
variar s se escoge la mejor posibilidad. Si Cyy1 < t < Dy entonces la
relacion recurrente es:

P (t) =max{P;(t —s)( _max {pri1;|cry1; < s})}
1<j<vg41
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0<s<t
0<t—s<t
Cp<t—s<Dj
c(k+1,1)<s<c(k+1,v5+1)
En esta formula resultan 4 cotas inferiores y 4 cotas superiores para
s. Algunas resultan redundantes. Sin embargo, ante la duda, es preferible
escribir dos veces la misma cosa, que olvidar alguna restriccién importante.
Entonces s varfa entre la mayor cota inferior y la menor cota superior.
El planteamiento puede resultar més claro si se define m;; como la maxima

probabilidad de que la parte ¢ funcione si se dispone de ¢ pesos para su
construccion,

m(i,t) =y == max {pij | c;; <t}, 1<i<n, c(i,1) <t < eli,v).
1<) <v;

Basados en esta funcién 7, la condiciones iniciales y la relacién de recur-
rencia son:

Pf(t) = my, C1<t< Dy,
Ppi(t) = max{P(t — s)m(k+1,8)}, Crs1 <t < Dy
t—Dp<s<t—C}

c(k+1,1)< s <c(k+1,v541)

12.4.4 Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: C' =10, n =4, v; : 3, 3, 2, 3

i 1 [2]3]
P1j 0.4 0.6 0.8
D2j 0.5 0.6 0.7
D3j 0.7 0.8
D4j 0.4 0.6 0.8

ot ]2 ]3|
Clj 2 3 5
C2j 2 4 5
C3j 2 5

C4j 1 3 6
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entonces:

Cy =2,
Cy =4,
Cs5 =6,
Cy=T,

Condiciones iniciales: con 2 pesos se puede colocar una unidad en la
primera parte y la probabilidad de que la primera parte funcione es 0.4, con
3 pesos se pueden colocar dos unidades en la primera parte y la probabilidad
de que esta parte funcione es 0.6, con 4 pesos se pueden colocar tinicamente
dos unidades en la primera parte y la probabilidad sigue siendo 0.6, con 5
pesos se pueden colocar tres unidades en la primera parte y la probabilidad

D=5,
Dy =17,
D3 =9,
D, = 10.

de que funcione la primera parte pasa a ser 0.6.

Pf(2) =mo =04, s* =2,
P{(3) =m3=0.6, s* =3,
Pr(4) =my =06, s* =4,
Pr(5) =ms5 =08, s =

Para el calculo de P5(6) la variacién de s estd dada por 6—D; < s < 6—C],

o1 <s<c¢(2,v9),0sea,6—-5<s<6—-2, 2<s<5,

P5(6) = pax (P} (6 -

= max{Pl*(4)7r22, Pik(3)7r23, P1*(2)7T24}

S)mas}

= max{0.6 x 0.5, 0.6 x 0.5, 0.4 x 0.6}

Pi(6) =03, s* =2.

La tabla con el resumen de los reultados es la siguiente:
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i [ PrG) [ s [ Ps(i) | s* | P3Gi) [ s* | Pi() | s* |
2 4 ]2
3 6 |3
4 6 |4 2 |2
5 8 |5 3 |2
6 3 |21 14 |2
7 4 |21 21 |2
8 21 | 2
9 28 | 2
10 126 | 3

Con 10 pesos disponibles, la probabilidad maxima de que el sistema
funcione es 0.126, asignando 3 pesos para la cuarta parte, o sea, con 2
unidades en la cuarta parte. Quedan 7 pesos y el s* correspondiente a P5(7)
es 2, luego con 2 pesos se coloca una unidad en la tercera parte. Quedan 5
pesos y el s* correspondiente a P5(5) es 2, luego con 2 pesos se coloca una
unidad en la segunda parte. Quedan 3 pesos y el s* correspondiente a P;*(5)
es 3, luego con 3 pesos se colocan dos unidades en la primera parte.

x] =2,
x5 =1,
x3 =1,
xy =2,

P;(10) = 0.126..

12.5 PROBLEMA DE MANTENIMIENTO Y
CAMBIO DE EQUIPO POR UNO NUEVO

12.5.1 Enunciado del problema

Hoy 31 de diciembre del ano 0, el senor Tuta y su socio el senor Rodriguez,
propietarios de un bus de ey anos de edad, desean planificar su politica
de mantenimiento y compra de su equipo de trabajo, es decir de su bus,
durante n anos. La decisién de seguir con el mismo equipo o comprar uno
nuevo se toma una vez al ano, cada primero de enero. El sefior Tuta tiene
mucha experiencia y puede evaluar de manera bastante precisa los siguientes
valores.
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e u : vida util del equipo, en anos,
e p; : precio de un equipo nuevo al empezar el ano i, 1 <i <n,

e m;j = m(i,j) : precio del mantenimiento durante el ano i, desde el 2
de enero hasta el 31 de diciembre, de un equipo que al empezar ese
ano (el 2 de enero), tiene j anos de edad, 1 <i<n, 0<j<wu-—1,

e v;; = v(i,j) : precio de venta, el 1 de enero del afio i, de un equipo
que en esta fecha tiene j anos deedad, 1 <i<n+1, 1<j<u.

La decisiéon de comprar un equipo nuevo o guardar el que se tiene, se
toma y se lleva a cabo el 1 de enero de cada ano. Al final de los n anos la
compania vende el equipo que tenga.

12.5.2 Solucién recurrente

Sea Ej el conjunto de valores correspondientes a la edad que puede tener
el equipo al finalizar el afio k. Si eg < u entonces la edad que puede tener
el equipo al finalizar el primer ano es 1 (si se compra uno nuevo) o ey + 1
(si se continua con el mismo equipo durante el primer ano), entonces Ey =
{1,ep + 1}. Si ep = u entonces la edad del equipo al finalizar el primer ano
es necesariamente 1, luego Ep = {1}. De manera andloga, dependiendo de
eo las edades al finalizar el segundo ano pueden ser: Es = {1,2,e9 + 2} o
E,; ={1,2}. En general

Eo = {eo},
Eppi={1}u{j+1:j€E, j<u}.

Sea

C}(e) = costo minimo de la politica de compra y mantenimiento del equipo
desde el 31 de diciembre del ano 0 hasta el 31 de diciembre del atio k,
de tal manera que el 31 de diciembre del afio k el equipo tiene e anos
deedad, 1 <k <n, e€ E.

Si el 31 de diciembre del afio n el equipo tiene e anos entonces hay que
vender el 1 de enero del afio n+ 1 a un precio v(n + 1,e). Entonces se debe
escoger la mejor opcién entre las posibles. O sea, el objetivo final es conocer
el valor:
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min{C}(e) — vpyi e} =7
eckb,

Condiciones iniciales: Si al empezar el primer ano se compra un bus
nuevo, bien sea porque ey = u 0 bien sea porque se tomd esa decision, se
recupera el dinero de la venta, se compra un bus nuevo y durante el primer
afo se gasta en el mantenimiento de un bus con 0 anos, asi al final del primer
anio el bus tiene 1 ano. Si no se compra bus entonces el tnico gasto es el
manteniemiento de un bus de e anos, y al final del primer ano el bus tiene
eo + 1 anos.

Cr(e) = m(1,ep) sie=eg+1,
! —v(1l,e9) +p1 +miyp sie=1.

Relacion de recurrencia: Si e indica la edad del bus al final del ano
k+1, entonces e =1 o e toma otros valores en Fj,1. Si e > 1 entonces al
costo de la politica 6ptima de los primeros k afios se le aumenta el costo del
mantenimiento de un bus con e — 1 anos. Si e = 1 entonces al final del ano
k el bus podia tener d afios, luego para cada edad d se toma el valor C}(d),
se le resta lo de la venta, se le suma el valor de la compra y se le agrega el
costo del mantemiento, y finalmente se escoge el menor valor.

min{C7 (d) — v + +m sie=1,
Cri(e) = deEk{ 5 (d) = vkt1,d} + Py k+1,0
k+1 )
Cile—1) +mpq1.e1 sie> 1.

k= ].,...,TL — ]., e c Ek+1.

12.5.3 Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: n =4, u=4, eg =2, p; : 10, 12, 14,
15.

|

H mio \ miy \ mi2 \ m;3 \
1 3 4 6

1
1
2
3
4

1 3 4 )
1 2 4 6
2 3 4 5
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’iHUz‘l"UQ‘U'B‘UM‘
1 6 4 3 2
2 6 4 3 1
3 7 5 3 2
4 7 4 3 2
5! 6 4 2 0

Entonces:
E, ={1,3},
Ey = {1,2,4},
Es ={1,2,3},
Ey={1,2,3,4}.

Condiciones iniciales:

Ci(1)=-4+10+1=7,
C:(3) = 4.

C3(1) = 5161}3{01 (d) — vaq} + p2 + mao

= min{C’f(l) — V21, Cik(?)) — 1)23} + p2 + Mmoo
=min{7-6,4—3} +12+1
C;(1) =14, d* =1.

05(4) = Cik(?)) +m23
=4+5=9, d"=3.

La tabla con el resumen de los reultados es la siguiente:

Le ]| Cile) [ sx [ C5(e) [ s [ G5(e) |

e s* 5™ ‘ Cji(e) ‘ s* ‘
1 7 2 14 1 20 2 28 3
2 10 1 16 1 23 1
3 4 2 14 2 20 2
4 9 3 19 3
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Ahora es necesario encontrar min{C (e) — vs.}, es decir, el minimo de
e
28 — 6, 23 — 4, 20 — 2, 19 — 0. Este valor minimo es 18 y se obtiene para
e = 3. Si e indica la edad del bus al finalizar el ano k, entonces e4 = 3,
es = 2, ea = 1. Al mirar en la tabla, para Cj(1) se tiene que d* = 1, o sea,
el = 1.

Si x indica la decisién tomada al empezar el afio k, con la convencién
zp, = 0 : se compra un bus nuevo,
zr = 1 : se mantiene el bus que se tiene,

entonces se puede decir que e =1 = 2 =0y que e > 1 = zp = 1.

Iy =Y
zy =0,
x5 =1,
xy =1

12.6 PROBLEMA DE PRODUCCION Y
ALMACENAMIENTO

12.6.1 Enunciado del problema

Considere una compania que fabrica un bien no perecedero. Esta compania
estimé de manera bastante precisa las demandas di, ds, ..., d, de los n
periodos siguientes. La produccién en el periodo 7, denotada por p;, puede
ser utilizada, en parte para satisfacer la demanda d;, o en parte puede ser
almacenada para satisfacer demandas posteriores. Para facilitar la com-
prension del problema, supéngase que la demanda de cada periodo se satis-
face en los ultimos dias del periodo. Sea z; el inventario al final del periodo
1 — 1 despues de satisfacer la demanda d;_1, es decir, el inventario al em-
pezar el periodo i. El costo ¢;(x;,p;) de almacenar x; unidades y producir
p; unidades durante el periodo 7 se supone conocido. También se conoce 1
el inventario inicial y x,41 el inventario deseado al final de los n periodos.

Se desea planear la produccién y el almacenamiento de cada periodo, de
manera que permitan cumplir con las demandas previstas y se minimice el
costo total de almacenamiento y produccion.

Para facilitar el planteamiento se puede suponer que el inventario deseado
al final de los n periodos se puede incluir en la demanda del tltimo periodo
dn, o sea, hacer d,, <~ dy, + Tp41, Tni1 < 0.
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12.6.2 Planteamiento del problema de optimizacion

Las variables de este problema son: x9, x3, ..., Tn, P1, P2, ..., Pn. Recordemos
que x1, Tn4+1 son datos del problema. Las variables estan relacionadas por

las siguientes igualdades

1 +p1 —di =22
Tog+p2—dp =1 +p1 —dy +p2—dy =3
r3+p3—dz=x1+p1 —di +p2—da+p3—d3z =24

En general,

% %
T+ pi—di = ij — Zdj + 21 =241, t=1,...,n.
j=1 j=1

Es claro que para ¢ = n,

n n
a:n+pn—dn:ij—Zdj+x1 =0.
j=1 j=1

Sea

%
Dizg dj —x1, i=1,...,n,
=1

(12.1)

(12.2)

(12.3)

es decir, la demanda neta acumulada de los primeros ¢ periodos, descon-
tando el inventario inicial. En particular, toda la produccion esta dada por
Z?Zl pj = D,. Entonces las igualdades que relacionan las variables son:

i—1
§ pj_Difl = Ty, i:2,...,n,
i=1

n
> pj—Dyp=0.
j=1

El problema de optimizacion es entonces:
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n
min E ci(@i, i)
i=1
i—1
E pj_Difl = Ty, i:2,...,7’L
Jj=1

n
7j=1

L2y, Tn,Ply---5DPn 207
L2y-+-,Tn,Ply- -, Pn € Z.

El problema se puede plantear inicamente con las variables p1, ..., pn_1. A
partir de (12.2) y (12.4) se tiene

—Tp + dp = Dn,
n—1
- ij + Dy +dp = pn,
=1

n—1
D, — ij = Pn-
j=1

La funcién objetivo se puede agrupar en tres partes:

n—1
min ¢ (21,p1) + Y _ (@i, i) + (T, pn)
=2
Entonces el problema, expresado tinicamente con las variables p1, ..., pp—1,
es :
n—1 i—1
min ¢ (z1,p1) + Y (D pj— Dic1,pi)
=2 j=1

n—1 n—1
+ Cn(zpj —Dp—1,Dp — ij)
p i=1
i—1
> pj—Dii1>20, i=2,..n,
j=1
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n—1
Dy, = p; >0,
j=1

pi>0, peZ, i=1,...,n—1.

Para resolver este problema por la fuerza bruta, estudiando todas las
posibilidades, basta con considerar que el mayor valor de p; se tiene cuando
esta produccién satisface por si sola toda la demanda de los periodos , i+ 1,
..., n. En ese caso no habria produccién en los periodos i+1, ..., n. Dicho de
otra forma, la produccién en el periodo i no debe ser mayor que la demanda
acumulada de los periodos i, ..., n.

Sea

n
Ei: E dj, i:1,...,n,
j=i

entonces los siguientes son limites para la variacién de las variables p;

ngiSEi, izl,...,n—l

Obviamente los valores p1, ..., pp,—1 deben cumplir las otras restricciones.
Igualmente es claro que para las variables x; también se tiene la misma
restriccién, o sea, ni el inventario al empezar el periodo ¢, ni la produccién
durante el periodo ¢ pueden ser superiores a F;

De la definicién de D; y F; se deduce inmediatamente que
Di+E1=Dy,, i=1..,n-1

12.6.3 Solucidén recurrente

Sea

C}(q) = costo minimo de producir en total ¢ unidades durante
los primeros k periodos tal manera que se satisfagan las

demandas de estos periodos, 1 < k < n.

La produccién acumulada de los primeros k periodos debe ser suficiente
para satisfacer la demanda total de estos k perfodos (descontando z1) y no
debe sobrepasar la demanda total de los n periodos, entonces en la definicion
de Cj(q) la variacién de ¢ estd dada por
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Objetivo final:

Condiciones iniciales:

Ci(q) = ci(z1,q), D1 <q< Dy

Si en los primeros k + 1 periodos la produccién es de ¢ unidades y la
producciéon en el periodo k£ + 1 es de y unidades, entonces la produccion
en los primeros k periodos es de ¢ — y unidades y el inventario durante el
periodo k+ 1 es g —y — Dy.

Relacion recurrente:

Cry1(q) = min{Cj(q — ) + crp1(¢ —y — Dy, 9)},
0<q—y<q
Dr<qg—y<Dp
0<q—y—Dp<FEx41

0<y<Ept1

definida para k =1,...,n—1, Dgi1 < q < Dy,

De las anteriores cotas inferiores y superiores para y y para q — y se
deduce facilmente que 0 < y < ¢ — Dy. En resumen

Ciple) = _min  {Ci(q—y) +crrle —y — Dy}

12.6.4 Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: n =4, d; =2,3,2,5, ¢i(z;,pi) = hz; +
YiPi, h = 2, Yi = 1,4,3,6, xTr1 = 1, Iry5 = 0.

Entonces
D=1, Dy =4, D3 =6, Dy =11.
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Ci(q) = c1(x1,q)
=2x; + 1q
=24¢q, 1<q¢<I1l.

C3(g) = min {Ci(q—y) +eala—y—y)}

0<y<q—
=, {2+ (¢—y)+2g—y—1)+4y}
=, uin {3¢+y}, y" =0

=3¢, 4<q<IL

Ci(q)= min {C5(qg—y)+e3(g—y—49)}

0<y<q—4
— mij — ) +2¢—y—4
omin {3(g —y) +2(¢ -y —4) + 3y}
—  mj — 2y — f—g—4
oo {5g—2y -8} v =g

=3¢, 6<¢<I1L

Ci(y) = min AC;(11—y)+cs(1l -y —6,)}

— min {3(11 — 25 — 6
021;25{( y) +2(5 —y) + 6y}

— min {43 *—0
01%1;25{ +yt, v

= 43.

La produccion éptima en el cuarto periodo es 0, luego la produccion en
los tres primeros periodos es 11. La produccion éptima en el tercer periodo
es ¢q—4 =11 —4 =7, luego la produccién en los dos primeros periodos es
4. La produccién 6ptima en el segundo periodo es 0, entonces la produccién
Optima para el primer periodo es 4
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p3 =1,
p3 =0,
P =4,
Cr(11) = 43.
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12.1

12.2

EJERCICIOS

Una corporacién tiene n plantas de produccién. De cada una de ellas
recibe propuestas para una posible expansion de las instalaciones. La
corporacion tiene un presupuesto de D mil millones de pesos para asig-
narlo a las n plantas. Cada planta P; envia sus propuestas, indicando
n; el nimero de propuestas, ¢;(j) el costo de la propuesta p;; y gi(j) la
ganancia adicional total acumulada al cabo de m anos. Obviamente
en cada planta se lleva a cabo una sola propuesta. Una propuesta
valida para una planta consiste en no invertir en expansion, siendo su
costo y ganancia nulos. Més ain, se podria pensar que en este caso la
ganancia podria ser negativa.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD:
defina una funcién que permita la recurrencia, dé las condiciones ini-
ciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 3,
D=5,

Planta 1 Planta 2 Planta 3
c1(f) [ 9105 [ e2(h) [ 9205) | es(d) | 93(j)
Prop. 1 0 0 0 0 0 0
Prop. 2 2 8 1 ) 1 3
Prop. 3 3 9 2 6
Prop. 4 4 12

El proceso de manufactura de un bien perecedero es tal que el costo
de cambiar el nivel de produccién de un mes al siguiente es $a veces
el cuadrado de la diferencia de los niveles de produccién. Cualquier
cantidad del producto que no se haya vendido al final del mes se des-
perdicia con un costo de $b6 por unidad. Si se conoce el prondstico de
ventas di, ds, ..., d, para los proximos n meses y se sabe que en el
ultimo mes (el mes pasado) la produccién fue de xp unidades.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD:
defina una funcién que permita la recurrencia, dé las condiciones ini-
ciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 4,
a=1,b=2 d; =42, 44, 39,36, xo =40.
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12.3

12.4

12.5

Considere el problema del morral con cotas inferiores y superiores con
los siguientes datos: C' = capacidad en kilos del morral (entero poso-
tivo); n ndmero de alimentos; p1, p2, ..., pn, donde p; es un entero
positivo que indica el peso, en kilos, de un paquete del alimento é; by,
by, ..., by, donde b; indica el beneficio de un paquete del alimento 7;
ui, U9, ..., Un, donde u; es un entero no negativo que indica el niimero
minimo de paquetes del alimento ¢ que el montanista debe llevar; v,
V9, ..., Un, donde v; es un entero que indica el nimero maximo de pa-
quetes del alimento ¢ que el montanista debe llevar. Los datos cumplen
con la condicién u; < v; Vi.

Plantee el problema de optimizaciéon. Resuelva el problema por PD:
defina una funcién que permita la recurrencia, dé las condiciones ini-
ciales, la relacion de recurrencia.

A partir del lunes préximo usted tiene n exdmenes finales y m > n
dias para prepararlos. Teniendo en cuenta el tamano y la dificultad
del tema usted a evaluado ¢;; la posible nota o calificacion que usted
obtendria si dedica i dias para estudiar la materia j. Usted ha estu-
diado regularmente durante todo el semestre y en todas sus materias
tiene buenas notas de tal forma que aun obteniendo malas notas en
los exdmenes finales usted aprobara todas las materias. En consecuen-
cia su unico interés es obtener el mejor promedio posible. De todas
maneras piensa dedicar por lo menos un dia para cada materia.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD:
defina una funcién que permita la recurrencia, dé las condiciones ini-
ciales, la relacién de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 4
materias, m = 7 dias,

co; | 10 [ 10 [ 05 | 05
cij | 20 |15 | 35| 10
co; | 2325 |30 20
cs; | 25 | 30 | 40 | 35
caj | 40 | 35 | 42| 40
cs; | 45 | 40 | 45 | 45
co; | 48| 48 | 45 | 48
cr; | 50 | 48 | 487 50

Una empresa agricola tiene actualmente xg empleados y conoce de
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12.6

12.7

12.8

manera bastante precisa las necesidades de mano de obra para las sigu-
ientes n semanas de cosecha, es decir, conoce los valores ¢;, i = 1, ..., n,
donde e; es el nimero de empleados necesarios durante la semana i.
También conoce: ¢;(j) el precio de contratar j empleados nuevos al em-
pezar la semana i, i = 1,...,n; d;(j) el costo de despedir j empleados
al finalizar la semana i, ¢ = 0,...,n; y m;(j) el costo de mantener sin
trabajo (pero con sueldo) j empleados durante la semana i, i = 1, ..., n.
Después de las n semanas de cosecha, la empresa inicamente necesita
én+1, Un nimero pequeino de empleados que se quedan trabajando por
varias semanas. La empresa desea saber cuantos empleados debe tener
durante cada una de las n semanas.

Plantee el problema de optimizaciéon. Resuelva el problema por PD:
defina una funcién que permita la recurrencia, dé las condiciones ini-
ciales, la relacién de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 4,
xo = 10, ¢; = 30,45,40,25, ep41 = 5, ¢;(j) = 10 + 37, d;(j) = 67,
m;(j) = 8j.

Un zoocriadero de chigiiiros tiene actualmente zg animales y tiene
capacidad para una gran cantidad de ellos. En un ano el ntimero de
chiguiros se multiplica por a > 1. Al principio de cada afio (del ano
i) el gerente toma la decisién de vender algunos chigiiiros al precio
unitario p;, ¢ = 1,...,n 4+ 1. Después de n afnios se venden todos los
chigiiiros. El gerente desea saber cuantos chigiiiros debe vender al
comienzo de cada uno de los n anos.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD:
defina una funcién que permita la recurrencia, dé las condiciones ini-
ciales, la relacién de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 4,
xo =9, a =3, p; = 50,10,60,25,45.

Resuelva por PD el siguiente problema de optimizacion:

min - f(z1,22) = (21 = 3)> + (22 — 4)* + (21 — 22)?

Sugerencia. Fije una variable y halle la solucién (en funcién de la
variable fija). Haga variar la variable que estaba fija.

Resuelva por PD el siguiente problema de PL:
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max 2z =x1 + 1.4z,

T1+x9 < 40
1+ 29 < 58
x > 0
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