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Notacion

[a,b] = {z € R:a <z < b}, intervalo cerrado.

la,b[= {x € R : a < x < b}, intervalo abierto. También es usual denotar el intervalo abierto por (a,b), pero puede
confundirse con la pareja ordenada (a, b).

li,jl={n € Z:i<n <j}, intervalo de enteros (¢ y j son enteros).
Si A es un conjunto de niimeros reales acotado superiormente, el supremo de A es el minimo del conjunto de cotas superiores
de A:
sup A = min{M : M es cota superior de A}.
Cla,b] es el conjunto de funciones continuas que van del intervalo [a, b] en los reales.
C'a,b] es el conjunto de funciones definidas sobre [a,b] cuya primera derivada existe y es continua.

C™[a,b] es el conjunto de funciones con n derivadas continuas sobre [a, b]. Con esta notacién Cla,b] = C°[a,b]. Algunas
veces, por brevedad, se dice que f es de clase C".

Cla,b] es el conjunto de funciones que se pueden derivar tantas veces como se desee. Por ejemplo: f(x) = e*, g(z) =
32° — 822 + 12, h(x) = sen (2z).

P, es el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que n.

I(c.d) es el intervalo cerrado mis pequeio que contiene a ¢ y a d. Por ejemplo, I(3.5) = [3.5], 1(2,1.8) = 18, 2]
R™ = {(Il,l‘g, s 7xn) B PSS R,V]}

R™*™ = conjunto de matrices reales de tamano m x n. Si A € R™*™ entonces

a1 ai2 N A1n

a1 as2 . a9n
A =

am1 QAm2 oo Qmn

a;j es la entrada (“elemento” o componente) de A en la fila i y en la columna j.
R™*! = conjunto de matrices columna de n componentes.

R*"™ = conjunto de matrices fila de n componentes.

Rlxl = RR.

AT = la transpuesta de la matriz A.

R™ := R"*! es decir,

x1
]
x=(x1,T2,...,2,) = | .
Tn
T
r = [Il T2 ... In]
A = [aﬂ aia ... am], fila i-ésima de la matriz A.



a1y

azj
A= . |, columna j-ésima de la matriz A.

amj

n
[l = |
i=1
= 1/2
lzlla = (D7)

i=1

o = v )

f'(z) = Vf(Z) = grad;(7) = gradiente de f calculado en Z,
Cop ]
8961
ﬁ(f
Ji@=| o

Kl

(7)

or
e

(%) = V2f(z) = Hy(Z) = H(Z) = hessiano o matriz hessiana de f en z,

"o e e BE
0z? v 012011 T 0x,011 v
’Pf o ’f *f

f”(f): 833183:2 (:E) 67375(@ axnaxg (:C)
2w T T

| Ox10x, 0xo0T, o 0x2 ]

R% = {(x1,22,...,2y) : &; > 0,Vi}, el ortante no negativo de R".

el = j-ésima columna de la matriz identidad

p(A) = max{|\;|c: A; es valor propio de A}, radio espectral de A.

¢ : fin del ejemplo.

O : fin de demostracién.

|z] = max{n € Z: n <z}, parte entera o parte entera inferior o piso de =.
[2] = min{n € Z: n > x}, parte entera superior o techo de .

espec(A) = espectro de A = conjunto de valores propios de A.
sssi = si y solamente si

Minimo o valor minimo y argumento que minimiza. Sea f : R” — R una funcién. Cuando existen,

min f(z) = min{f(z) : z € R"}

argmin f(z) =% si f(Z) = min f(x)

Por ejemplo, si f(z1,22) = (11 — 2)? + (22 — 3)? + 4,



CAPITULO 0. NOTACION

En la escritura de niumeros decimales, las cifras enteras estan separadas de las decimales por medio de un punto, en lugar de
una coma (tal como es la convencién del espafiol). No se utiliza el punto para separar las unidades de mil de las centenas.
Por ejemplo, en este libro se escribe 12345.67 en lugar de 12.345,67.
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Héctor M. Mora E. Temas de Matematicas para Economia 1

Prélogo

Este documento pretende presentar los temas correspondientes al curso Optimizacién para los estudiantes de pregrado de
la Facultad de Economia de la Universidad Externado de Colombia en Bogota.

El autor agradecera los comentarios, sugerencias y correcciones. En particular ahora que es apenas un documento en
)
preparacién (empezado en enero 2017) y asi, los errores, omisiones, ambigiiedades estdn en su mayor nivel.

El programa oficial del curso sigue en gran parte el libro Fconomia Matemdtica de Diego Escobar.

En los libros generales de optimizacién, la mayoria de los problemas son de minimizacién. Por el contrario, en muchos libros
enfocados a economia, generalmente los problemas son de maximizacién. Obviamente se puede pasar de un problema de
maximizacién a uno de minimizacién, y viceversa, multiplicando la funcién objetivo por —1. El autor de este documento es
matematico con énfasis en optimizacién, asi, en los capitulos de optimizacién no lineal, la mayoria de los problemas seran
de minimizacion.

Otra pequena diferencia de enfoque tiene que ver con lo siguiente. Este texto presenta principalmente los métodos y
herramientas sin un enfoque particular, es decir, se espera que el lector adquiera estos conocimientos sin importar que su
interés sea la economia, las finanzas, la administracién, la ingenieria, ..., con el objetivo de utilizarlos en cualquier area.
Habra de todas maneras algunos ejemplos de problemas de economia. En otros textos los conceptos estan casi siempre
aplicados a economia.

Conocimientos previos:

Algebra lineal, obtener la matriz escalonada reducida, resolver un sistema de ecuaciones (inconsistente o una tnica solucién
o un ndmero infinito de soluciones) calcular determinantes (n = 2, 3,4), determinar si un conjunto de vectores es linealmente
independiente, obtener una base del espacio nulo de una matriz, obtener el polinomio caracteristico (n = 2,3), hallar los
valores propios (n = 2,3 con polinomio de raices enteras), determinar multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica,
obtener una base del espacio propio de un vector propio real (obtener uno o més vectores independientes asociados a un
valor propio), obtener un vector propio de un valor propio complejo.

Calculo vectorial, continuidad de funciones, funciones diferenciables, funciones doblemente diferenciables, obtener derivadas
parciales de primer y segundo orden

Ecuaciones diferenciales, en especial, obtener la solucién general de una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes
homogénea, obtener una solucién particular de una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes no homogénea,
por cualquier método, coeficientes indeterminados, factor integrante, ...
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Capitulo 1

Matrices definidas y semidefinidas positivas

1.1 Factorizaciéon de Cholesky

Sea A una matriz simétrica. Bajo ciertas condiciones (como se verd posteriormente, si y solamente si A es definida positiva),
existe una matriz U triangular superior invertible tal que

Utu = A. (1.1)
Esta factorizacién, cuando existe, se llama factorizacién de Cholesky y, en este caso, basta con conocer la matriz U. Si la
factorizacién existe, puede haber varias matrices U. Generalmente se toma la matriz U con elementos diagonales positivos.

El célculo se puede hacer por filas, es decir, primero se obtienen los elementos de la primera fila de U, en seguida los de la
segunda, etc.

Ejemplo 1.1.
4 -6 8
A=|-6 34 —42
8 —42 55
UTU=A
U1 0 0 U1 U2 U113 4 —6 8
U2 U222 0 0 U22 U3 | = —6 34 —42
U3 U233 U33 0 0 uss 8 —42 55
Primera fila de U™ por primera columna de U:
(U).U1=4
U112 =4
U1 = 2
Primera fila de U™ por segunda columna de U:
(U")1.Us=-6
upiuz = —6
QU12 =—6
Uz = —3
(U™)1.U3=38
utu1z = 8
2U13 =8
U3 = 4
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(U™)5.Us = 34
u12? + uga® = 34
(—=3)% + up? =34
Uge® = 25

U229 = 5

(U™ Uy = —42

U12U13 + UgoUg3 = —42
—3 X 4+ dugg = —42
5U23 =-30
ug3 = —6
(U™)s. Uy = 55

w13® + uz® + ugs® = 55
42 + (—6)2 + ’U,332 =55
US32 =3

uss = V3 ~ 1.7321

Entonces
2 =3 4
U= |0 5 —6
0 0 1.7321
y la matriz A tiene factorizacion de Cholesky. <
En Scilab o en Matlab, se puede digitar
A=1[4 -6 8; -6 34 -42; 8 -42 55]
U = chol(A)
Ejemplo 1.2.
16 -12 8
A= | -12 7 -6
8 -6 5
Uil = 4
U1 = -3
Uiz = 2

U922 = \/7— (-3) = \/—727

luego no existe la factorizacion de Cholesky para esta matriz A. <

Ejemplo 1.3.

16 -12 8
A= -12 18 -6
8§ -6 4

Uil = 4

U1 = -3

Uu1s 2

Ugo = 3

Ug3 = 0

uzs = V0=0,
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luego, aunque con

w

4
U=1|0
0

O O N

3
0
se tiene la igualdad A = UTU, no existe la factorizacién de Cholesky para esta matriz A puesto que U no es invertible. <

Observacion: Si la factorizacién de Cholesky existe, no es tnica, pero hay tnicamente una matriz U con los elementos
diagonales positivos.

1.2 Matrices definidas positivas

Definicién 1.1. Una matriz A real, simétrica (obviamente cuadrada) es definida positiva (o positivamente definida)
si:

T Az >0 para todo z € R™*! 1z # 0. (1.2)

Para que el producto 2™ Az tenga sentido, x € R™*!. Algunas veces se utiliza la notacién
A>0
para indicar que A es definida positiva.

Ejemplo 1.4. La matriz identidad de orden n.

"Iz = 2"z
= ol
0 para todo x
0 para todo x # 0.

VoIV

Luego la matriz identidad es definida positiva. <

Ejemplo 1.5. La matriz nula de orden n.

20z = 0.
luego la matriz nula no es definida positiva. <
Para una matriz simétrica A

n n-1 n
T Ax = E aiixf +2 E E Qi L.
i=1

i=1 j=i+1

Ejemplo 1.6.

xT Ax x3 + 53 + 4wy

= (214 2x9)% + 22

Y

para todo x
sssi (z1+220)2 =0, 22 =0

0
0
= 0 sssi a1+ 220 =0, 22 =0
0
0

sssi 21 =0, 22 =0

sssi =0,
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luego A es definida positiva. <

Ejemplo 1.7.

1 2
o-2 i)
t"Br = 2?4423+ 4x120
= (214 2x9)?
> 0 para todo z,
= 0, por ejemplo para z1 =2, x5 = —1,
luego B no es definida positiva. <
Ejemplo 1.8.
1 2
o2 i)
2"Cr = 23 4 3235+ 4x129
= (21 4 2x9)% — 22,

= —1, por ejemplo para r; =2, x9 = —1,

luego C' no es definida positiva. <&

Definicién 1.2. Una submatriz principal de A es la obtenida al quitar de A algunas (o ninguna) filas y exactamente
las columnas correspondientes. Una submatriz estrictamente principal A; es la obtenida al quitar de A las filas y
columnas k+ 1, k+ 2, ..., n con 1 < k < n, es decir, las n submatrices estrictamente principales de A son:

a1l a2
A1=[a11} , A=
a1 Aa22
a1 a2 ais
A3 = 21 Q22 0423 ey An = A.

asz1 asz a33

Definicion 1.3. El determinante de una submatriz principal se llama un subdeterminante principal; el determinante de
una submatriz estrictamente principal se llama un subdeterminante estrictamente principal. Los n subdeterminantes
estrictamente principales son:

a11  ai2
61 = det = 09 = det s, O0p =det(A).
1 e [au] aii, 02 € [am 9o ], ) et(A)

En ejemplos pequetios, es relativamente facil aplicar directamente la definicién para saber si una matriz simétrica es definida
positiva. Para ejemplos grandes, no solo se vuelve dificil, sino casi imposible. La siguiente proposicién da condiciones
necesarias y suficientes para la caracterizacién de matrices definidas positivas.

Proposicién 1.1. (Condiciones necesarias y suficientes.) Dada una matriz simétrica las siguientes siete afirmaciones son
equivalentes:

(1) A es definida positiva.

(2) Todos los ¢;, subdeterminantes estrictamente principales, son positivos.
(8) Todos los \;, valores propios de A (reales por ser simétrica), son positivos.
(4) A tiene factorizacion de Cholesky.

(5) Todos los pivotes a’,jk, en el método de eliminacion de Gauss sin permutacion, son positivos.
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(6) Existe una matriz W invertible tal que A = W'™W .

(7) Todos los subdeterminantes principales son positivos.

Para matrices grandes, en casos no triviales, la caracterizacién méas usada, mas rapida y numéricamente mas precisa es la
factorizacion de Cholesky.

En este documento se utilizardn principalmente los criterios (2), (3) y (4). Para matrices pequenas, generalmente, el criterio
maés sencillo es el de los subdeterminantes estrictamente principales.

Obviamente, si se tiene una matriz U triangular superior e invertible, se tiene una matriz W invertible. Tratar de
averiguar si una matriz es definida positiva mediante la sexta caracterizacién casi nunca se utiliza, salvo en el caso, en que
por anticipado, se sabe que la matriz A = WTW, con W invertible.

En Scilab, el cdlculo numérico de los valores propios se puede hacer por medio de la funcién spec:

A=1[4 -6 8; -6 34 -42; 8 -42 55]
vp = spec(A)

En Matlab, usando eig

A=1[4 -6 8; -6 34 -42; 8 -42 55]
vp = eig(A)

En Scilab y Matlab el calculo del determinante de hace mediante la funcién det:

A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
det (A)

Es importante recalcar que los valores obtenidos son aproximaciones provenientes de un método numérico y no son abso-
lutamente exactos. El célculo del determinante en el ejemplo anterior da

6.661D-16

o algo semejante. Esto significa 6.61 x 10716, es decir casi cero. El célculo a mano produce el valor exacto, cero. De manera
analoga

A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
spec(A)

produce

16.116844
- 1.116844
- 1.304D-15

o algo parecido. Esto quiere decir que un valor propio de A es aproximadamente, 1.304 x 1071%, o sea, casi cero. Realmente
un valor propio es cero y los otros dos son aproximadamente, 16.116844 y —1.116844 .

Ejemplo 1.9. Los valores propios de la matriz identidad son 1,1,...,1; J; = 1 para todo i ; todos los pivotes, en la
eliminacion gaussiana, tienen el valor 1 ; I = I"I. Como ejemplo de la sexta caracterizacién:

1 00 V3/2 0 1/2 V3/2 0 -1/2
01 0]= 0 1 0 0 1 0
0 0 1 -1/20 0 V3)2 /2 0 V3/2

Por cualquiera de los criterios se ve que la matriz identidad es definida positiva. <

Ejemplo 1.10. Los valores propios de la matriz nula son 0, 0, ..., 0 ; J; = 0 para todo i ; la eliminacién gaussiana no
se puede efectuar; como la matriz nula no es invertible no se puede expresar como producto de matrices invertibles. Por
cualquiera de los criterios se ve que la matriz nula no es definida positiva. <



8 CAPITULO 1. MATRICES DEFINIDAS Y SEMIDEFINIDAS POSITIVAS 8

Ejemplo 1.11.
A= [ - } det(A—AT) = (1= A)(5—A) —4 = A2 — 6A+1,

sus raices (los valores propios) son: \; = 3 + \/g, Aa = 3-8 ; 01 =1, 60 = 1; en la eliminacién de Gauss sin
permutaciones

=l 3] A= 1]

luego a(lll) =1, agé) =1.

Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz A es definida positiva. <
Ejemplo 1.12.
B-— [ ; i ] det(B—AT) = (1= \)(4— ) — 4= A2 — 5\,

sus raices (los valores propios) son: Ay =5, Ao =0; 63 =1, d2 =0; en la eliminacién de Gauss sin permutaciones

12 12
(1 _ @ _
oo=[a 3] ee=la i)

luego bﬁ) =1, béé) = 0. Al tratar de encontrar la factorizacién de Cholesky:

1 0 1 2
=15 0]l0 o)
Como B no es invertible no se puede encontrar W invertible, tal que B = WTW. Luego, por cualquiera de los criterios, la

matriz B no es definida positiva. <

Ejemplo 1.13.

C= [; g} det(C—A)=(1-AN)B - —4=)—4\—1,

sus raices (los valores propios) son: A\ =2 +v5, Ao =2—-+v/5<0; 6 =1, 6 = —1; en la eliminacién de Gauss sin
permutaciones

luego c(lll) =1, 0522) = —1. Al tratar de encontrar la factorizacién de Cholesky ésta no se puede realizar, ya que aparece

la raiz de un niimero negativo. Si C' = WTW entonces det(C) = det(W™) det(W) = (det(VV))27 pero como det(C) = —1,
entonces no existe tal matriz W. Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz C' no es definida positiva. <

Proposicién 1.2. (Condiciones necesarias.) Si A es una matriz simétrica definida positiva entonces:

(1) ai; > 0 para todo i ;
(2) a’?j < ajaj; para todo i # j ;

(8) maxa;; = max|a;;|, es decir, max|a;;| es un elemento diagonal;
% 1,7 )

(4) 2|aij| < ai; + aj; para todo i # j.
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Ejemplo 1.14. Sean:

5 6 2 4 2 3
R PRI B E R
10 3 5
c = |3 1 -1
5 -1 3

Para cada criterio se presenta un ejemplo de una matriz que no lo cumple, luego no es definida positiva y un segundo
ejemplo de una matriz que cumple el criterio y, sin embargo, no es definida positiva.

(1) A no cumple el criterio, luego no es definida positiva.

B cumple el criterio y, sin embargo no es definida positiva.

(2) B no cumple el criterio, luego no es definida positiva.

C cumple el criterio y, sin embargo, no es definida positiva.

(3) A no cumple el criterio, luego no es definida positiva.

B cumple el criterio y, sin embargo, no es definida positiva.

(4) D no cumple el criterio, luego no es definida positiva.

B cumple el criterio y, sin embargo, no es definida positiva. <

Definicién 1.4. Una matriz es de diagonal estrictamente dominante por filas si:

n

Z la;j| < |ai| , para todo i.
i=1

J#i

Una matriz es de diagonal estrictamente dominante por columnas si:

n
> laijl <lajs|,  para todo j.
=1
i#]

Una matriz es de diagonal estrictamente dominante si es de diagonal estrictamente dominante por columnas y de
diagonal estrictamente dominante por filas.

Es obvio que para matrices simétricas las tres definiciones anteriores coinciden.

Proposicion 1.3. (Condiciones suficientes.) Si A es una matriz simétrica, de diagonal positiva y estrictamente dominante,
entonces es definida positiva.

Ejemplo 1.15.

4 1 -2
A= 5 3
-2 3 6
cumple el criterio, luego es definida positiva. <
Ejemplo 1.16.
1 2
4=l 3]

no cumple el criterio y, sin embargo, es definida positiva. <
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1.3 Matrices definidas negativas
Definicién 1.5. Una matriz A real, simétrica (obviamente cuadrada) es definida negativa (o negativamente definida)
si:

Az <0 para todo x # 0. (1.3)

Proposicién 1.4. Sea A un matriz simétrica. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es definida negativa.
(2) —A es definida positiva.
(3)
01 <0

o >0
03 <0

0; <0 sii esimpar
0; >0 sii espar
(4) Todos los \;, valores propios de A son negativos,
(5) —A tiene factorizacion de Cholesky.
La caracterizacién de matrices definidas negativas por medio de los subdeterminantes estrictamente principales también se
puede escribir
(=1)'6; > 0. (1.4)

Ejemplo 1.17.

-4 6
A:{ 6 —10}

Por cualquiera de las caracterizaciones de la seccién anterior se puede verificar que —A es definida positiva. Luego A es
definida negativa.

01=—-4<0
bo= 4>0
Luego A es definida negativa.

A1~ —13.708204
Ay~ —0.291796

Luego A es definida negativa.

Ejemplo 1.18.

-2 3 4
A= 3 —6 0
4 0 —1
0 =-2<0
bo= 3>0
03 = 93<£0

Luego A no es definida negativa.
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1.4 Matrices semidefinidas positivas

Definicién 1.6. Una matriz A real, simétrica (obviamente cuadrada) es semidefinida positiva o definida no negativa
si:
z"Az >0 para todo x.

Algunas veces se utiliza la notacién

para indicar que A es semidefinida positiva.
Es evidente que toda matriz definida positiva es semidefinida positiva.

Algunas veces, no en estas notas, se agrega a la definicién de matrices semidefinidas positivas la existencia de un x no nulo
tal que 2T Az = 0. Segtn esta otra definicién una matriz definida positiva no seria semidefinida positiva.

Ejemplo 1.19. Los ejemplos anteriores de matrices definidas positivas son matrices semidefinidas positivas. <
Ejemplo 1.20. La matriz nula 0. Aplicando la definicién £™0x = 0, luego la matriz nula es semidefinida positiva. <

Ejemplo 1.21.

1 2
s-]2 ]
"Bz = %+ 42l + daiay
= (1‘1 + 2I2)2
> 0 para todo x,
luego B es semidefinida positiva. <
Ejemplo 1.22.
1 2
e
"Cx = x% + 39:3 + 4129
= (21 +212)% — 23
= -1 por ejemplo para 1 =2, x5 = —1,

luego C' no es semidefinida positiva. <

Ejemplo 1.23.

0 0
e=[o 4]
t"FBr = —23
=-1 por ejemplo para xz; =0, zy =1,

luego E no es semidefinida positiva. <

Proposicion 1.5. Dada una matriz A simétrica, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es semidefinida positiva;
(2) todos los \; valores propios de A son no negativos;
(8) todos los subdeterminantes principales son no negativos, es decir, mayores o iguales a cero.

(4) existe una matriz W, posiblemente no invertible, tal que A = W*W ;
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Es claro que las caracterizaciones para las matrices definidas positivas son mas fuertes que las caracterizaciones para las
matrices semidefinidas positivas. En los ejemplos de matrices definidas positivas se observa claramente que éstas cumplen
con las caracterizaciones de matrices semidefinidas positivas.

Ejemplo 1.24. Los valores propios de la matriz nula son 0, 0, ..., 0 ; todos los subdeterminates principales son nulos;
0 =070 . Por cualquiera de los criterios se ve que la matriz nula es semidefinida positiva. <

Ejemplo 1.25.
B = [ L Z ] , det(B—AI)=(1—-X\)(4—)\) —4=\ -5\,

sus raices (los valores propios) son: Ay =5, Ay =0

Los subdeterminantes principales son:
det [1] =
det [4] =

det [1 2} =0

>~ =

Al tratar de encontrar la factorizaciéon de Cholesky:

1 0 1 2
=15 0]l0 o)
Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz B es semidefinida positiva. <

Ejemplo 1.26.

C= [; g} det(C—A)=(1-XN)B - —4=7—4\—1,

sus raices (los valores propios) son: A\; =2+ /5, A =2—-+5<0;

al tratar de encontrar la factorizacién de Cholesky ésta no se puede realizar, ya que aparece la raiz de un nimero negativo.
Si C = WTW entonces det(C) = det(W?™) det(W) = (det(W))2, pero como det(C) = —1, entonces no existe tal matriz W.
Los subdeterminantes principales son —1 (sin quitar filas ni columnas), 1 (quitando la segunda fila y la segunda columna)
y 3 (quitando la primera fila y la primera columna). Luego, por cualquiera de los criterios, la matriz C' no es semidefinida
positiva. <&

Ejemplo 1.27.

E— {8 _(1)],det(E—)J):(O—)\)(—I—A):A2+/\,

sus raices (los valores propios) son: \; =0, Ao = —1;

Al tratar de encontrar la factorizacion de Cholesky ésta no se puede realizar, ya que aparece la raiz de un nimero negativo.
Tampoco se puede encontrar W tal que E = WTW. Los subdeterminantes principales son 0 (sin quitar filas ni columnas),
0 (quitando la segunda fila y la segunda columna) y —1 (quitando la primera fila y la primera columna). Luego la matriz
E no es semidefinida positiva. <

Ejemplo 1.28.

4 -6 —6
A=|-6 9 9
-6 9 1
01 =4
60 =0
03=0

Lo anterior no garantiza que A sea semidefinida positiva. En efecto no lo es ya que por lo menos un subdeterminante
principal es negativo:

9 9

det {9 1

| -

Por otro lado, los valores propios son —5.3693, 0 y 19.3693.
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Proposicién 1.6. (Condiciones necesarias.) Si A es una matriz simétrica semidefinida positiva entonces:

(1) ai; > 0 para todo i ;

(2) a?j < ajaj; para todo i,j ;

(3) maxa;; = max|a;;|, es decir, max|a;;| es un elemento diagonal;
(4) 2|ai;| < ai; + aj; para todo 4,5 ;

(5) a;; =0=A4;, =0,A.,=0;

(6) 6; > 0 para todo i.

Ejemplo 1.29.

Para cada criterio se presenta un ejemplo de una matriz que no lo cumple, luego no es semidefinida positiva y un segundo
ejemplo de una matriz que cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

(1) A no cumple el criterio, luego no es semidefinida positva, sdp.

C cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

(2) B no cumple el criterio, luego no es semidefinida positiva.

FE cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

(3) C no cumple el criterio, luego no es semidefinida positiva.

FE cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

(4) C no cumple el criterio, luego no es semidefinida positiva.

E cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

(5) D no cumple el criterio, luego no es semidefinida positiva.

A cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva.

(6) B no cumple el criterio, luego no es semidefinida positiva.

A cumple el criterio y, sin embargo, no es semidefinida positiva. <

1.5 Matrices semidefinidas negativas

Definicién 1.7. Una matriz A simétrica es semidefinida negativa si
2T Ax <0, para todo .

Proposicion 1.7. Dada una matriz A simétrica, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es semidefinida negativa.
(2) todos los A; valores propios de A son no positivos (menores o iguales a cero).

(3) todos los subdeterminantes principales de orden impar son menores o iguales a cero y todos los subdeterminantes
principales de orden par son mayores o iguales a cero.

(4) —A es semidefinida positiva.
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Definiciéon 1.8. Una matriz simétrica es indefinida si no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa, o lo que
es lo mismo, si existen z, y tales que (2" Az)(y"Ay) < 0, o también, si tiene por lo menos un valor propio positivo y por
lo menos un valor propio negativo.

Ejemplo 1.30.

[ :; :§ } es definida negativa. <
Ejemplo 1.31.
1 2 . . ..
A = 9 3 no es semidefinida positiva,
-10-2 . . .-
—-A = [ 9 3 ] tampoco es semidefinida positiva,

luego A es indefinida. Sean: x = (2,—1), y = (1,0). Entonces (2" Az) (y"Ay) = (—1)(1) = —1, lo que comprueba que A
es indefinida. <

Ejemplo 1.32.

-9 6 -7
A= 6 -5 -3
-7 -3 -1
det[-9] =-9<0
det[ 5] =
det[-1]=-1<0
det{ g] =
-9 -7
det [7 1} = —40

Luego A no es semidefinida negativa. Por otro lado, sus valores propios son aproximadamente —14.76, —6.33 y 6.09.

1.6 Matrices diagonales por bloques

Sea A una matriz simétrica diagonal por bloques

An 0 0
0 Aoy 0
A =
0 0 A
donde cada matriz A;; es simétrica.

4 -2 0 0 0 O

-2 10 0 0 0 O

0 0 25 0 0 O

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 1 2

0 0o 0 0 2 3

Cuatro bloques diagonales de tamano, 2, 1, 1, 2.

Algunas propiedades ttiles (algunas siguen siendo vélidas para matrices no simétricas)

1. El determinante de A es el producto de los determinantes de los bloques.
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2. El polinomio caracteristico de A es el producto de los polinomios caracteristicos de los bloques.
3. El conjunto de valores propios de A estd conformado por los valores propios de los bloques.
4. A es definida positiva sssi todos los bloques son matrices definidas positivas.

5. A es semidefinida positiva sssi todos los bloques son matrices semidefinidas positivas.

1.7 DMatrices definidas positivas en un subespacio

Es posible que una matriz no sea definida positiva pero cumpla la propiedad ™ Az > 0 para todos los vectores z en algin
conjunto especial. Para subespacios vectoriales se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.9. Sea £ un subespacio vectorial de R™. Una matriz simétrica A es definida positiva en & si

2"Ax >0, Vz €&, x#£0.

A es semidefinida positiva en & si

2TAr >0, Yz e€.

Obviamente si una matriz es definida positiva es definida positiva en cualquier subespacio. Si & = R”", se tienen las
definiciones usuales de matriz definida positiva y matriz semidefinida positiva.

Si & = {0} cualquier matriz simétrica A es semidefinida positiva y definida positiva en £. De manera andloga, cualquier
matriz simétrica A es semidefinida negativa y definida negativa en {0}.

En lo que sigue se supone que el subespacio £ no es {0}. Como estamos en R" cualquier subespacio vectorial diferente de
{0} tiene una base. De hecho, tiene un ndmero infinito de bases.

La definicién de matriz definida positiva en un subespacio vectorial es 1til sobre todo cuando la matriz no es definida
positiva, y si es definida positiva en algun subespacio vectorial de R".

Ejemplo 1.33. La matriz

no es definida positiva ni semidefinida positiva. Tampoco es semidefinida negativa. Sus valores propios son 1,—1. Sea
x €& ={(x1,29): 3wy —x2 = 0}.

e = (w0 0]]2]
= 2x179
= 2x1(3x1)
627

Luego A es definida positiva en £. <

Saber si una matriz es definida positiva en un subespacio vectorial aplicando directamente la definicién puede ser facil para
matrices pequenas, sin embargo, es muy util tener procedimientos precisos para matrices de cualquier tamano.

Sean: & un subespacio vectorial de R™, v!, v2, ..., v¥ una base de £, B la matriz n x k cuyas columnas son los vectores v!,

v?, ..., v®. Los elementos de la forma B¢ caracterizan completamente a &£, es decir, = es un elemento de £ si y solamente

si existe £ € R* tal que = B¢. Una matriz simétrica A es definida positiva en € si 2T Az > 0 para todo € £, 2 # 0, o
sea, si (BE)TABE = €"BTABE > 0 para todo & € RF, ¢ £ 0.
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Proposicién 1.8. Sea A una matriz simétrica. A es definida positiva en & # {0} si y solamente si B'AB es definida
positiva. A es semidefinida positiva en £ si y solamente si BTAB es semidefinida positiva.

En esta proposicion el criterio no depende de la base escogida. Para saber si la matriz B*AB, de tamano k X k, es definida
positiva se utiliza cualquiera de los criterios vistos anteriormente.

Ejemplo 1.34. Sean:
0 1
v- )
= {(x1,x2): 3x1 — 29 = 0}.

La dimensién de £ es 1. Una base de £ es v! = [1 3]7, entonces

s-[1]

BTAB = [6] =6 >0,

luego A es definida positiva en £. <

Ejemplo 1.35. Sean:

1 2 3
A= |24 5],
3 5 6
E = {(z1,22,23): ©1 + x2 + 23 = 0}.

La dimensién de € es 2. Una base de £ es vl =[1 0 -1]T, v2=[0 1 -1]7, entonces

1 0
B = 0o 11,
-1 -1
. [10
BAB_[OO.

Luego A es semidefinida positiva en €. Si se escoge otra base la conclusién serd la misma. Otra base de E esv! =[1 0 -1]7,
v? =11 -2 1]7, entonces

11
B = | 0 -2],
11
. 11
BAB_{ll,

luego A es semidefinida positiva en €. <

1.7.1 En el espacio nulo de una matriz

Con frecuencia un subespacio vectorial esta definido como el espacio nulo de una matriz. En este caso hay un procedimiento
explicito para encontrar una base.

Definiciéon 1.10. Sea M una matriz p X n. El espacio nulo de M es el conjunto

Ny =NM)={zxeR": Mz =0}.
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Este conjunto es un subespacio vectorial de R™. Si M no es la matriz nula existe una matriz M cuyas filas son linealmente
independientes y ademas

En lo que sigue se supone que las filas de M son linealmente independientes. Esto implica que 1 < p < n y que el
rango de M es p. Si p = n, entonces N (M) = {0}. Como generalizacién se puede decir que si M no tiene filas (p = 0),
entonces N (M) = R™.

El problema que estudiaremos a continuacion es el siguiente. Dada A matriz simétrica nxn y M matriz pxn, rango(M) = p,
se desea saber si A es definida positiva (o semidefinida positiva) en N (M).

Si p = n, entonces A es definida positiva y semidefinida positiva en N (M) = {0}. Para la generalizacién p = 0, se trata
simplemente de averiguar si A es definida positiva en R™. En consecuencia podemos suponer que 1 < p < n. El espacio
N (M) tiene dimensién ¢ = n — p, o sea, cualquier base de N (M) tiene q elementos.

Para poder aplicar la proposicion se requiere conocer una matriz B cuyas columnas son los vectores de una base de
N(M). Como rango(M) = p, entonces existe ) de tamanio p X p, submatriz de M, invertible. Entonces el sistema

es equivalente a

Q 'Mz=Mz = 0.

La matriz M’ tiene una caracteristica importante, tomando adecuadamente p columnas se obtiene la matriz identidad de
orden p. La matriz M’ se puede obtener por multiplicacién explicita o también llevando M a la forma escalonada reducida
por filas.

Sean: L la submatriz p x ¢ formada por las demds columnas de M’, zpg el vector columna p x 1 construido con las
componentes del vector z correspondientes a las columnas de M’ que forman la matriz identidad, =z el vector columna
q X 1 construido con las demas componentes del vector x. Las variables zp se llaman variables bésicas. Las variables x,
se llaman variables libres.

El sistema M’z = 0 es equivalente a

[ 1 L]{if] = 0,

luego tg = —Lxg.

Una manera de obtener una base de A(M) es mediante el siguiente procedimiento: dar a la primera variable libre
(componente de ) el valor 1 y a las demds variables libres el valor 0. De esa manera zp = —L.; y se obtiene el
primer elemento de la base. Enseguida, se le da a la segunda variable libre el valor 1 y a las demas variables libres el
valor 0. De esa manera xp = —L.5 y se obtiene el segundo elemento de la base. Y asi sucesivamente hasta obtener los ¢
elementos de la base. Entonces la matriz E tiene la forma

o la matriz obtenida por permutacion de filas para concordar con el orden de las variables. De manera més precisa: si las
variables bésicas son las p primeras (y las variables libres las ¢ iltimas), entonces no se requiere hacer ninguna permutacién
de filas, en caso contrario se reordenan las filas.

Dicho en palabras, en las p filas de E correspondientes a las variables bésicas se colocan las p filas de —L, y en las ¢ filas
de E correspondientes a las variables libres se colocan las g filas de I,.

Ejemplo 1.36. Encontrar una matriz B para N (M) subespacio nulo de la matriz M = [ 1 11 ]
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La matriz M ya esté en la forma escalonada reducida. Consideremos, por ejemplo, que la primera columna de M constituye
I y que las dos ultimas forman L

xry, =

entonces

-1 -1
B = 1 0 <
0 1

Llevdandola a la forma escalonada reducida resulta

1 0 -1 =2
o1 2 3|

Las dos primeras columnas de M constituyen [ y las dos ultimas forman L

-1 -2
-5
T = - 1
B = Lo
_ L3
rrL - T4 :| 9
entonces
1 2
-2 -3
B = 1 0 &
0 1

Ejemplo 1.38. Averiguar si A es semidefinida positiva en N (M) subespacio nulo de la matriz M,

-2 1 1 11

1 1 1 1 1

A = 1 1 1 11
11 1 1 1

| 11111

[1 2 3 4 5

M = 2 4 6 7 8
|3 6 9 10 12

Llevando M a la forma escalonada reducida se obtiene
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12 3 00
0 0010
0 00 01

Las columnas 1, 4, 5 constituyen I, la segunda y tercera forman L,

(2 3
L = 0 0
L0 0
- -
rp = Ty
- :1:5
I
rr, = I T3 )
entonces
-2 -3 X
_L 0 0 Xy
I = 0 0 Is
a 1 0 X9
0 1 X3

En este caso es indispensable reordenar las filas para obtener la matriz

W

I
coor
corow

Aplicando la proposicién

N [ -1 —16
BTAB - [16 23]

Los valores propios de BT AB son 0.0880, —34.0880, luego A no es semidefinida positiva en N'(M). <©
EJERCICIOS

- 1.12 Diga si las siguientes matrices son definidas positivas, semidefinidas positivas, definidas negativas, semidefinidas
negativas, o indefinidas.

1 2 3 1 2 3 45
Al=12 4 5|, A2=|2 4 5 ,A3={_5_}
3 6 6 3 56

7 )
1 00 9 -18 -15 9 6
A*=10 4 0|, A=|-18 40 22|, AG_{ 6 4},
0 0 6 -15 22 42 )
10 1 -1 2 0 1 1 2
;| 111 -2 3 s | 1 20 -2 3
A=l 90 30 Y= 1 23 »|
2 3 -3 13 2 3 25 20
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0 1 -1 2 10 01 1 2
111 -2 3 120 -2 3
9 _ 10 _

=10 2 2w P71 23 2

2 3 -14 13 | 2 3 2 -2

0 1 1 2] (10 1 1 2

1 111 2 3 o | 111 2 3

A=l el M1 2 2o

2 3 13 11 | 2 3 13 14

1.13 Diga si las siguientes matrices A son definidas positivas o semidefinidas positivas en el espacio nulo de la matriz M.

2 0 0
AB=10 -2 0|, M¥=[0 0 -1].
0 0 -2

2 00
A'=10 -2 0|, M*=[0 1 0].
0 0 2

2 21
AP =121 0|, M =[3 2 1].
10 2

2 2 1 2 4 6
A"=12 1 0|, M"=]| 3 6 10
1 0 2 10 10 10



Capitulo 2

Conjuntos convexos y funciones convexas

Sea V el espacio vectorial R™. Mientras no se diga lo contrario, todos los conjuntos son subconjuntos de R™, todos los
puntos o vectores son elementos de R™, todos los nimeros son numeros reales. La mayoria de las definiciones y resultados
que siguen, se pueden generalizar facilmente a otros espacios vectoriales.

2.1 Conjuntos convexos

convexo convexo convexo
Nno convexo 10 convexo no convexo

Definicién 2.1. Sea C un subconjunto de V. Se dice que C' es convexo si dados z, y en C, t un escalar en el intervalo
[0,1], entonces z = zgy; = (1-t)x + ty también estd en C. Gréficamente, un conjunto C es convexo si dados dos puntos z,
y en C, cualquier punto del segmento de recta que los une, también esta en C.

Ejemplos triviales de conjuntos convexos son: V, 0, {z}.
Ejemplo 2.1. {(z1,22): 23 + 23 < 1} es convexo. ¢

Ejemplo 2.2. La bola (o esfera) cerrada de R™, con centro en ¢ y radio r denotada por B(c,r) = Ble,r] = {z: ||z —c|| < 7}
y la bola abierta B(c,r) = {z: ||z — ¢|| < r}, son conjuntos convexos. Dependiendo de la norma || || utilizada, cambia la
forma de la bola, pero de todas maneras es un conjunto convexo. <

Ejemplo 2.3. Sean T y ¢ dos puntos diferentes. La recta que pasa por T y por ¥, es decir
{Z+t(j—z) : teR}
es un conjunto convexo. Si los dos puntos son iguales, se trata de un solo punto, que también es convexo. <

Ejemplo 2.4. Dados T, d # 0 elementos de R™, la recta que pasa por T y es paralela a d, o sea, R(Z,d) = {Z+pud: p € R}
y la semirrecta que empieza en Z y va en la direccién de d, o sea , S(Z,d) = {Z + pd: p > 0}, son ejemplos de conjuntos
convexos. <&

Ejemplo 2.5. C' = {(z1,22): ¥z = 2%} no es convexo ya que (0,1) = 3(1,1) + 3(—1,1) no estd en el conjunto, aunque
(1,1) y (=1,1) sf estdn en C. <

21



22 CAPITULO 2. CONJUNTOS CONVEXOS Y FUNCIONES CONVEXAS 22

Ejemplo 2.6. {(z1,22): 2 > 22} sf es convexo. <©

Definicién 2.2. Dados ¢ € R", ¢ # 0, a € R, se llama hiperplano al siguiente conjunto:

H=H ,={zeR": "z =a}. (2.1)

Este hiperplano genera dos semiespacios cerrados:

H ={x eR": "z > a}, (2.2)
H™ ={zeR": "z < a}, (2.3)

y dos semiespacios abiertos:

H={z eR": "z > a},

H ={zeR": "z < a}.

Ejemplo 2.7. El conjunto {(x1,z2,23): 221 — 3w3 + 43 = 5} es un hiperplano de R®. El conjunto {(x1,z2,23): 221 —
3xo + 4x3 > 5} es un semiespacio abierto de R3. <&

En R un hiperplano es un punto y los semiespacios semirrectas. En R? los hiperplanos son las rectas y los semiespacios los
semiplanos. En R? los hiperplanos son los planos.

Los conjuntos H, H*, H~, H*, H~ son convexos. Veamos que H es convexo. Sean: z,y € H, t € [0,1], 2 = (1-t)z + ty.
El punto z estd en H si y solamente si ¢"z = « ; efectuando el célculo:

cTz=c"((1-t)x +ty) = (1-t)c"ax + tc"y = (1-H)a + ta = a,

luego z estd en H, luego H es convexo. En esta demostracién no se utilizé que ¢ € [0, 1], entonces no sélo los puntos del
segmento de recta estdan en H, sino que todos los puntos de la recta que pasa por x y y también estan en H, es decir, H
es una variedad lineal. Un conjunto L es una variedad lineal o variedad afin si dados z, y en L, t un escalar, entonces
Z = Zgyt = (1-t)x + ty también estd en L.

Vedmos ahora que H™T es convexo. Sean: z,y € HT, t € [0,1], 2z = (1-t)z + ty. Entonces ¢c"z > a, ¢y > a, t, 1-t > 0.
q Y Y Yy

cTz=c"((1-t)x +ty) = (1-t)c"ax + tcTy > (1-H)a + ta = a,

[e]
entonces H+ también es convexo, y de manera semejante se comprueba que H~, H*, H~ son convexos.

Proposicion 2.1. La interseccion de dos conjuntos convexos es un convexo.

La demostracién es muy sencilla. Sean: C, D convexos, z,y € CN D, t € [0,1], z = (1-t)x + ty. Como C es convexo
entonces z € C. Como D es convexo z € D. Luego z € CN D.

Proposicion 2.2. La interseccion de cualquier familia de conjuntos convexos es un convexo, independientemente de que
la familia sea finita, infinita, enumerable o no enumerable. Dicho de otra forma, sea {C;}ic; una familia de conjuntos
convezos, entonces

ﬂ C; es un conjunto convero.
iel

En cambio, no se puede afirmar que la unién de dos convexos sea siempre un convexo. Por ejemplo, en R? las bolas
B((0,0),1), B((2,0),1) son conjuntos convexos, pero su unién no es un convexo.
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Ejemplo 2.8. Las restricciones de un problema de programacion lineal son igualdades, es decir representan hiperplanos,
o bien, son desigualdades y en este caso representan semiespacios. Asi cualquier conjunto admisible de un problema de
programacién lineal es simplemente la interseccién de hiperplanos y semiespacios, luego es un conjunto convexo. En
particular, dada una matriz real A de tamano m X n, los siguientes conjuntos son convexos.

{z e R": Az = b},

{r e R": Az > b},

{r e R": Az =b, = > 0},
{z eR": Az > b, x> 0}. <

Ejemplo 2.9.
ﬂ {(z1,22): x1 cosf + xo sen 6 < 1},
0<0<2r
es decir, la bola (para la norma || ||2) con centro en 0 = (0,0) y radio 1, denotada B30, 1], es un conjunto convexo, puesto

que es interseccién de semiespacios. <

Definicién 2.3. Se llama un politopo a cualquier conjunto que se pueda expresar como la interseccién de un nimero
finito de semiespacios cerrados (o de semiespacios cerrados e hiperplanos).

Directamente de la definicién se puede concluir que un politopo es un conjunto convexo y cerrado.
Definiciéon 2.4. Un poliedro es un politopo acotado.
Ejemplo 2.10. El conjunto admisible de cualquier problema de programacién lineal es un politopo. <

Ejemplo 2.11. El subconjunto de R? definido por las siguientes restricciones es un poliedro.

—Z1 + X2
T2

x2

IV IN IV IV
o o w N

x &

Ejemplo 2.12. B;[0,1] = ﬂ {(z1,22): ©1cos80 + z2 senf < 1} no es un politopo. <
0<0<2r

Proposicion 2.3. Si C' es un conjunto convexo y o un numero, entonces
aC ={ax:x€C} (2.4)
es un conjunto convezo.

Proposicion 2.4. Si C y D son conjuntos convezos, entonces
C+D={z+y:2€C,ye D} (2.5)
es un conjunto convexo.

Corolario 2.1. Si C, D son conjuntos convexos y o, 3 son numeros, entonces

aC+ D ={ax+py: z€C,y € D}

es un conjunto convexo. En particular C — D ={x —y: x € C,y € D} también es convezo.

Ejemplo 2.13. Partiendo de que B((0,0), 1) es un conjunto convexo, se puede afirmar que

B((2,-3),4) = {(2,-3)} + 4 B((0,0),1)

es también un conjunto convexo. <&
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Proposicién 2.5. Si C CR™, D C RP son converos, entonces C x D C R™TP, también es convezo.

Ejemplo 2.14. Elintervalo [2, 3] es convexo. También son convexos B|0,2] C R? y R?. Luego el conjunto {(x1, xa,23): 2 <
r1 <3, 22 + 23 <4} y el conjunto {(z1,z2,73): 2 < x1 < 3} también son convexos. <&

Definicién 2.5. Se llama combinacién convexa de z!, 22, ... | ™ elementos de V a una combinacién lineal en la que

todos los escalares son no negativos y ademads su suma es uno, es decir:
m
r=tiw + 2’ . tma™, >0V, Y t=1. (2.6)
i=1

Si todos los escalares son positivos la combinacién convexa se llama estricta. Se denotard por
cc(A) (2.7)

el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de A, es decir, el conjunto de todas las combinaciones
convexas de subconjuntos finitos de A.

La combinacién convexa es la generalizacién de la expresién (1-t)x + ty con ¢ en el intervalo [0, 1].
Ejemplo 2.15. Dados (1,0), (0,0) y (0,1), son ejemplos de combinaciones convexas:

(37 = 3L+ 70,0450

2 4 4
(0,1) 0(1,0) 4 0(0,0) +1(0,1). <

Definicién 2.6. Sea A un subconjunto de V. Se llama envolvente convexa de A, o convexo generado por A, o
casco convexo de A, denotado co(4), al conjunto convexo mds pequeno que contenga a A. Esto quiere decir que si C es
un conjunto convexo que contiene a A | entonces necesariamente CO(A) esté contenido en C.

La anterior definicién es descriptiva, pero no constructiva.

co(A) co(B) co(D)

Proposicion 2.6. El convexo generado por A se puede caracterizar “constructivamente” como la interseccion de todos los
converos que contienen a A,

co(A) = ﬂ C. (2.8)
C' convezo,
ACC

Esta interseccién esta bien definida ya que por lo menos existe un conjunto convexo que contiene a A: el espacio completo
R™.

Proposicién 2.7. co(A) = cc(A) .

Ejemplo 2.16. co({(1,0),(0,1),(0,0)}) = {(z1,22): x1 + z2 < 1, > 0},

co ({(1,0),(0,1),(0,0),(0.1,0.2)}) ={(z1,x2) : @1 + z2 < 1,2 > 0},
co({(z1,22): w122 =0, 23 +23 <1, 2 >0}) = {(z1,22): 11 + 22 < 1, >0},

co({(z1,22): wa = 22}) = {(w1,22): w3 > 23}. O
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2.2 Funciones convexas

Definicién 2.7. Una funcién f con valores reales, definida en un convexo no vacio C, es convexa, si para todo =, y en
C'y para todo t en [0, 1]

flraye) = F(A =tz +ty) < (1 =) f(2) + tf(Y) = faye-

La funcién f es estrictamente convexa si para todo z, y en C, x # y y para todo ¢ en |0, 1]

f(zaye) = F(L =)z +ty) < (1 =) f (@) +Lf(Y) = fayr-

La nocién de convexidad se puede interpretar geométricamente de la siguiente manera: una funcién es convexa si al tomar
dos puntos (z, f(x)), (y, f(y)) (de la “grafica” de f) y unirlos por medio de un segmento de recta, éste nunca queda por
debajo de la gréfica.

f()

fayr = (L =) f(x) + 1 (y)
F((A =)z +ty)

f ()

I
I
|
|
|
l !
x Zxyt Yy
(1—t)x+ty

Definicién 2.8. Una funcién f definida en un convexo no vacio es céncava (estrictamente céncava) si —f es convexa
(estrictamente convexa).

En algunos textos se estudian por aparte las caracterizaciones de funciones convexas y las de funciones concavas. En este
documento tnicamente aparecen las principales caracterizaciones para funciones convexas. Si se desea averiguar si una
funcién es céncava, basta con averiguar si —f es convexa.

Es claro, segtin la definicién, que toda funcién estrictamente convexa también es convexa. Como parat =0y parat =1
siempre se tiene f(x) < f(z) v f(y) < f(y), entonces en la definicién de convexidad se puede hacer variar ¢ inicamente en
el intervalo abierto 0, 1].

Ejemplo 2.17. f: C CR — R, f(x) = 2. Gréaficamente se “ve” que f es convexa. Por otro lado, sean x, y en C, t en
el intervalo [0, 1],

fout = F(za) = (1=t)2? + 1% = (1=t +1y)°

ta® — 2% + ty? — 2y — 2tay + 232y
= 2*(1 —t) +y°t(1 —t) — 2xyt(l — t)
(z —y)*t(1 - 1)

0.

v

Luego f(zuyt) < fuyt, €s decir, f es convexa. Ademds si @ # y, entonces (x — y)? > 0, y si ¢ estd en el intervalo abierto
10, 1] se tiene que t(1 —¢t) > 0, luego fuyr — f(zzyt) > 0, 0 sea, f es estrictamente convexa. <
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A=

a) b)

n

d) e)

En la figura, las funciones en a), b) y ¢) son convexas; la funcién en a) es estrictamente convexa; las funciones en ¢) y d)
son céncavas; la funcién en d) es estrictamente céncava; la funcién en e) no es ni convexa ni céncava.

Ejemplo 2.18. Sean: c € R", a € R, f:C CR® — R, f(x)=c"z+ «. Sin =2 la grifica corresponde a una parte
de un plano.

fxyt - f(zzyt) = (1 - t)(ch + Oé) + t(cTy + O[)
—"(1=t)z+ty) —a=0

Esta funcién es convexa, pero no estrictamente convexa, también es concava y no es estrictamente céncava. <

Ejemplo 2.19. f: C CR" — R, f(z) = ||z||.

(1 =)z + ty]|

(L =)zl + [ty
= 1=l + [yl
(L =8)f(2) +tf(y)-

f(zxyt) = f((l —t)x + ty)

IN

Entonces la norma es una funcién convexa. <

Ejemplo 2.20. Sean: z = (0,0), y = (0,1), t =1/2, z = 2 = (0,1/2). Entonces ||z|| = ||0.5y|| = 0.5||y||. Por otro lado
(I-t)||z|| + tlly|l = 0.5]|y||. Luego ninguna norma ||| es una funcién estrictamente convexa. Esto no contradice el resultado
de Analisis Funcional, segin el cual la norma euclidiana es una norma estrictamente convexa. <

Una norma es estrictamente convexa si ||z|| = ||y|| = ||z + y||/2 implica que = = y. Otra definicidn, ||z|| < max{||z +
yll, ||z — yl|} para todo y # 0. Una caracterizacién geométrica, la frontera de la bola unitaria (centro en el origen y radio
1) no tiene segmentos de recta. La norma euclidiana es una norma estrictamente convexa, la norma || ||; no lo es.

Ejemplo 2.21. f:[-2,3] — R, f(z) =23 Siz = -1,y =1, t = 1/4, entonces

few—See) = S0+ 20 - G+ fw)
1 -1
= 5%
- 3
-

Luego f no es convexa. Tampoco es concava. Sin embargo, para esta funcién, al cambiar el conjunto de definicién, se
puede tener convexidad. <

Ejemplo 2.22. f:[0,3] — R, f(x) = 23 es convexa, méas atin, es estrictamente convexa. <
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Definiciéon 2.9. Sean: f : A — R una funcién, o un ntmero real. Se llama un conjunto inferior de nivel al
subconjunto de A:

CI(f,a) =57 (f,a)={z e A: f(z) <a}.
Se llama un conjunto superior de nivel al subconjunto de A:
CS(f.0) = $*(f,a) = {z € A: f(x) > a}.

Proposiciéon 2.8. Sea C' un convexo. Si f : C — R es convexa, entonces todos los conjuntos inferiores de nivel son
convezos. En particular, {x: f(x) < 0} es un conjunto convexo. Si f es concava, entonces todos los conjuntos superiores
de nivel son convezxos.

Hay funciones para las que todos sus conjuntos inferiores de nivel son convexos y sin embargo no son funciones convexas.

Por ejemplo, f(x) = 3.

Proposicién 2.9. Sea C' un conjunto convexo. Si f: C — R, g : C —> R son funciones converas y a y 5 son niumeros

no negativos, entonces

af +Bg:C — R es conveza.

En particular, af, f + g son convexas.

Obviamente también se tiene la generalizacion para més de dos funciones. Si f1, ..., f;, son funciones convexas definidas en
un convexo C, y aq, ...au,, son escalares no negativos, entonces

arfi+ .. +anfm:C—R es convexa.

Uno esperaria que el producto de dos funciones convexas fuera una funcién convexa, pero no es cierto en general. Basta
con considerar x, 22 que son funciones convexas en R, pero f(x) = 23 no es convexa en R.

Proposicion 2.10. Sea C' un conjunto convexo. Si f : C' — R es convezxa, entonces las siguientes “ampliaciones” de f
son funciones convexas:

fl SRmXOXRPHR, fl(uamav):f(z)
fo R™"xC—R, fa(u,z) = f(x)
f3 ZCXRP—)R, fg(l',U):f(xc

Ejemplo 2.23. Como la funcién f(z) = 2% es convexa, entonces fi(z1,7s) = x%, fa(x1,22) = 23 son convexas, luego

g(z1,22) = 23 + 2% es una funcién convexa. <

Proposicion 2.11. Sean: C un convexo no vacio, f : C —> R. Si f es convexa, entonces es continua en el interior de
C, o sea, la continuidad en el interior de C es una condicion necesaria para la convexidad.

Ejemplo 2.24. f :[0,1] — R definida por f(x) = |z] (parte entera inferior o piso) no es continua en [0, 1] (es discontinua
en 1), pero es convexa en [0, 1] y continua en [0,1[. <

Ejemplo 2.25.
z2 siox#0
f={7 370

S1

Como f no es continua en x = 0, entonces no es convexa. <

Definicién 2.10. Sean: C' C R™ un convexo no vacio, f : C — R. Se llama epigrafo de f al subconjunto de R"*!:

epi(f) = {(z,): f(x) < t}.

Proposicion 2.12. Sea C C R™ un convezro no vacio. f: C — R es convexa si y solamente si su epigrafo es un conjunto
convezo.
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Ejemplo 2.26. Sean: f: R — R, f(z)=|z|.

epi(f)

I
A e e

es convexo por ser intersecciéon de dos semiespacios, luego f es convexa. <

Ejemplo 2.27. Sea V =R?, f: B(0,2) — R definida por f(x1,72) = 2% + 3.

x = (0,0,0) € epi(f),
= (07_1’_1) € epi(f),
t = 1/2,
1 1 .
S 5$+Ey:(07_1/2’_1/2)¢ep1(f)7

ya que f(0,-1/2) =-1/8 £ -1/2.
Entonces epi(f) no es convexo, luego f no es convexa. <

Proposicién 2.13. Sean: C un convezo no vacio, f : C — R conveza, ¢ : f(C) — R convezxa y creciente (u < v =
w(u) < p(v)). Entonces g=po f:C — R, definida por g(z) = ¢(f(z)), es conveza.

Ejemplo 2.28. La funcién g(z1,22) = (221 + 312 + 4)? definida para x > 0 es convexa, pues f(z1,72) = 221 + 372 + 4 es
convexa y o(t) = t? es convexa y creciente en [16,00[. La funcién g es convexa en todo R?, pero esto no se deduce de la
proposicién anterior. <

Ejemplo 2.29. La funcién g(xq,72) = exp(2z1 + 329 + 4) = 21732244 definida en todo R?, es convexa pues f(x1,72) =
2x1 4 322 + 4 es convexa y ¢(t) = exp(t) es convexa y creciente en R. <&

Proposicion 2.14. Sean: C C R™ un convexo abierto y no vacio, f : C' — R diferenciable. Entonces f es convexa si y
solamente si para todo x,% € C

f@) = f(@) = f'(@)"(z — 2). (2.9)

La anterior desigualdad se puede presentar asi:

fl@) = f(@) + f'(2)" (z — 2). (2.10)

Sin =1 la expresion del lado derecho representa la recta tangente a la curva en el punto (Z, f(Z)), o sea, una funcién
derivable es convexa si y solamente si la curva queda por encima de todas las rectas tangentes.

En general, la expresion del lado derecho representa la aproximacién lineal de la funcién en Z, o sea, una funcion diferenciable
es convexa si y solamente si cualquier aproximacién lineal subevalia la funcion.

Algunas veces para demostrar que una funcién es convexa, puede ser mas sencillo mostrar que

f(@) ~ f(@) - f(@) (@ - 7) > 0. (2.11)



Héctor M. Mora E. Temas de Matematicas para Economia 29

Ejemplo 2.30. Sea f(z1,z2) = 27 + 22 definida en todo R?. Como f es diferenciable y ademéds

fl@)-f@) - f@)"(@@-2)=
T I 2@][%2_@

21-21 ]
o+ a3 — T — T — 2Tym1 + 207 — 2Tomy + 273
2 2 =2 =2 = =
]+ x5+ 2]+ 25 — 20171 — 2T
= \2 = \2
(21— 21)" + (22 — Z2)
> 0.

Entonces f es convexa. <

Proposicion 2.15. Sean: C' C R™ un convezo abierto y no vacio, f : C — R diferenciable. Entonces f es convexa si y
solamente si

(f'() = f'(2)) (y—2) >0 para todo z,y € C.

Sin =1 el gradiente es simplemente la derivada, y asi la anterior desigualdad estd indicando que f’(x) es creciente.

Ejemplo 2.31. Sea f(z1,22) = 27 + 22 definida en todo R2. Como f es diferenciable y ademés

(F)-f@) -2 = (Fo" - f@)")y-2)

2(y1 —z1) 2(y2 — x2)] { gé:il ]

= 2(y1 —21)” +2(y2 — 22)°
> 0. ¢

Entonces f es convexa.

Ejemplo 2.32. Sea f(x1,22) = 2} + 22 definida en todo R2. Como f es diferenciable y ademés

(f'() = f (@) (y—=)

(30 2]~ et 20 | 20 |

= [Byi—23) 2(y2 — 12)] { Z;:i; }

= 3(y1+z1)(y1 — 21)® + 2(y2 — 72)*
= _37 siz = (_150)7 y= (an)

Entonces f no es convexa. <

Ejemplo 2.33. Sea f(x1,22) = 23 + 22 definida en C = {(z1,22): 21 > 0}. Como f es diferenciable y ademas

(f'(y) — f/<$))T(y —z) = 3y +z) (1 —21)* +2(y2 — 22)°
> 0,

entonces, segin la dltima proposicién, f es convexa en el interior de C'. Faltaria por ver que también es convexa en todo
c. o

Definicién 2.11. Sea A C R™ un conjunto abierto. F': A — R" se llama mondétona si

(F(y) — F(x))T(y —x)>0 paratodo z,y € A.
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La tdltima proposicion se puede enunciar asi: una funcién diferenciable f, definida en un convexo abierto, es convexa si y
solamente si su gradiente es mondtono.

Una funcién de una sola variable (definida en un intervalo de R) es mondtona si es creciente en todo el conjunto de
definicién o si es decreciente en todo el conjunto de definicién.

Proposiciéon 2.16. Sean: C un convexo abierto y no vacio, f : C' — R doblemente diferenciable. Entonces f es convezxa

82
si y solamente si la matriz hessiana Hy(x) = f"(z) = [8 8f (m)} es semidefinida positiva en todo punto x de C.
T;0T;
. . . . D*f D*f . .
Recuérdese que para funciones doblemente diferenciables se cumple que = , luego la matriz hessiana es

61383% - 8mi6xj

simétrica.

Ejemplo 2.34. Sea f(x1,22) = 23 + 23 definida en todo R%. Como f es doblemente diferenciable y ademas

2 0
" o
es definida positiva, luego semidefinida positiva, entonces f es convexa. <
Una caracteristica de las funciones cuadréticas, de las afines (lineal més una constante) y de las constantes es que su matriz

hessiana es constante, es decir, no depende del punto donde se evalte.

Proposicion 2.17. Sean: C un convexo abierto no vacio, f : C — R doblemente diferenciable. Si la matriz hessiana
1" (x) es definida positiva en todo punto x de C, entonces [ es estrictamente convexa.

Ejemplo 2.35. Sea f(x1,22) = 23 + 23 definida en todo R%. Como f es doblemente diferenciable y ademés

2 0
7 _
es definida positiva, entonces f es estrictamente convexa. <

Ejemplo 2.36. Sea f(x1,22) = 2] + 23 definida en todo R%. Como f es doblemente diferenciable y ademés

1 1222 0
= %Y

es semidefinida positiva para todo x, entonces f es convexa. La matriz hessiana no siempre es definida positiva, por ejemplo
para ;1 = 0, luego a partir de la dltima proposicién no se puede afirmar que f sea estrictamente convexa, sin embargo,
si loes. &

Ejemplo 2.37. Sea f : B[(3,2),1] — R definida por f(x1,22) = 23 +23. La funcién f es doblemente diferenciable, ademés

=] %y ]

es semidefinida positiva siempre que x; > 0, en particular, en el conjunto abierto definido por la restricciéon z; > 0, que
contiene la bola B[(3,2), 1], entonces f es convexa, més ain, es estrictamente convexa. <

Ejemplo 2.38. Sea f(x1,22) = 2323 definida en todo R?. La funcién f es doblemente diferenciable,

f”(x) _ [ 2:17% 4129 }

2
dxq20 2z7

no es semidefinida positiva ya que d; = —122222, entonces f no es convexa. &
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Ejemplo 2.39. Sea f(z1,22) = 5(3z1 — 4w — 2)% + 6(x1 — 222)? definida en todo R?. Como f es doblemente diferenciable
y ademas

102 -144

" _ _ _
fia) = [ 144 208 } , 01 =102, & = 480.

Entonces la matriz hessiana es definida positiva y la funcién f es estrictamente convexa. <

2.3 Generalizaciones de funciones convexas

Definicién 2.12. Una funcién f con valores reales, definida en un convexo no vacio C, es cuasiconvexa, si para todo
x,y € C'y para todo t en el intervalo [0, 1]

f(zaye) = (1= ) + ty) <max{f(z), f(y)}.

Definiciéon 2.13. Una funcién f con valores reales, definida en un convexo no vacio C, es cuasicéncava, si —f es
cuasiconvexa.

Una caracterizacién, que puede ser tomada como definicién es la siguiente. Sea C' C R™, no vacio, convexo, f : C' — R es
cuasicéncava si para todo x,y € C'y para todo ¢ € [0, 1]

F((A=t)z+ty) = min{f(z), f(y)}-
Proposicion 2.18. Toda funcion convexa es cuasiconvexa.
Ejemplo 2.40. f(z1,22) = 22 + 23 es convexa, luego es cuasiconvexa. <

Proposicién 2.19. Sea C C R convezxo, f: C — R. Cada una de las siguientes propiedades es una condicion suficiente
para que [ sea cuasiconvexa.

e f es creciente en C

e f es decreciente en C'.

o Erxiste a € C tal que f es decreciente en CN] —o0,a] y [ es creciente C' N [a, +00]
Ejemplo 2.41. f(z) = 2® siempre es creciente, luego es cuasiconvexa. <
Ejemplo 2.42. f(z) = 22 definida en todo R no es monétona, sin embargo, si es cuasiconvexa. <

Proposicion 2.20. Sean: C' C R"™ convexo, f: C — R. f es cuasiconveza si y solamente si para todo real o, el conjunto
de nivel CI(f,«) es convero.

Obviamente la anterior caracterizaciéon de funciones cuasiconvexas es una condicién necesaria para funciones convexas. Es
decir, si f es convexa, entonces todos sus conjuntos inferiores de nivel son conjuntos convexos.
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Ejemplo 2.43. f(x1,72) = (21 + 222 — 3)® + 4 no es convexa en R?, ya que
f//(l') o 6(%1 + 21’2 - 3) 12(.’E1 + 2.’E2 - 3)
| 12(xy + 229 — 3) 24(wq + 229 — 3)
y para x = (0,0), 6; = —18, luego la matriz hessiana no es semidefinida positiva. Sin embargo,

CI(f,a) = {(x1,22): (x1 + 222 —3)> +4< a}
= {(z1,22): (x1 + 222 —3)> <a—4}
( )
( )

—~~

= { t @1+ 213 — 3 < Va —4}
= { t a1+ 229 < Va—4+ 3}

es convexo (es un semiespacio) para todo a, luego f es cuasiconvexa en todo R2. <&

Ejemplo 2.44. f:(2,00) — R, f(z) = v/z no es convexa, sin embargo,

1] sia< V2
Cl(f’a):{ [2,0%] i a> 2,

es convexo para todo «, entonces f es cuasiconvexa. Por otro lado, la funcién es estrictamente creciente, luego es creciente
y, por lo tanto, es cuasiconvexa. <

Ejemplo 2.45. f(z1,22) = 2323 .
CI(f.0) =

Il
A

x1,x2): 1 =0, 0,29 =0}

= { puntos sobre los ejes }

no es un conjunto convexo, entonces f no es cuasiconvexa y mucho menos convexa. <

Ejemplo 2.46. Sea f : [-2,5[— R definida por f(x) = —|z|. f no es convexa. Ademéds, si x = =2, y =3, t=0.2,
entonces

max{f(z), f(Y)}-f(zeye) = max{f(z), f(y)}-f((1 -t)z+ty)
max{-2,-3} — f(-1)

21

= -1

Luego f no es cuasiconvexa. <

Proposicién 2.21. Sea C CR", C # 0, f : C — R cuasiconveza, f(C) C D, g : D — R creciente. Fntonces go f es
cuasiconvexa.

Ejemplo 2.47.

f:R? =R
f(z1,22) = 3x1 + 49 + 5 convexa y cuasiconvexa
g:R—=R

g(t) = t* creciente
Entonces

hz) = (go f)(z) = Bx1 + 4x2 + 5)3 es cuasiconvexa.

Sea f una funcién cuadratica, f(z) = %xTHx + c"z + k con H simétrica, definida en todo R™. Si f no es convexa
(averiguar si no se cumple H 3= 0), entonces tampoco es cuasiconvexa. Si no es céncava tampoco es cuasicéncava. Pero
puede no ser cuasiconvexa en todo R™ y ser cuasiconvexa en un subconjunto propio de R™. Puede no ser cuasicéncava en
todo R™ y ser cuasicéncava en un subconjunto propio de R™.
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Ejemplo 2.48. Sea f(x1,72) = x172 en todo R2. f no es convexa, no es céncava, no es cuasiconvexa, no es cuasicéncava.

Sea g(z1,22) = x122 €en R?H = {(x1,22) : 1 > 0,22 > 0}. g no es convexa, no es céncava, no es cuasiconvexa, si es
cuasicéncava (los conjuntos superiores de nivel son todos convexos).

Proposicion 2.22. Sean: C' un convexro abierto y no vacio, f : C — R una funcion diferenciable. Entonces f es
cuasiconveza si y solamente si para todo x,y € C':

fy) < f@) = f(@)"(y—=) <0. (2.12)
La anterior implicacién es obviamente equivalente a

fl@)(y—2)>0= f(y) > f(z). (2.13)

Ejemplo 2.49. f(x) = 23 es cuasiconvexa ya que: f(y) < f(x) implica que y < z, o sea, y — x < 0 entonces a(y —x) < 0
para o > 0. En particular 3z%(y — z) < 0. ©

Ejemplo 2.50. f(z1,72) = (71 + 22)? es cuasiconvexa ya que: f'(z)%(y —z) > 0 es equivalente a 3(z1 + 22)%((y1 + y2) —
(1 + z3)) > 0, lo que implica que y; + y2 > x1 + 22, luego f(y) > f(z). ©

Ejemplo 2.51. f(x1,72) = 2172 no es cuasiconvexa en R? ya que para x = (1,0), y = (—1,1), se cumple f(y) = —1 <
f(x) =0, pero f'(2)"(y —x) = [01][-21]" =1 £ 0. ©

Definicién 2.14. Sean: C un conjunto convexo, f : C' — R. Se dice que f es estrictamente cuasiconvexa si para
todo z # y € C' y para todo t en el intervalo ]0, 1]

f(zayt) = F((1 =)z + ty) < max{f(z), f(y)}. (2.14)

Definicion 2.15. Sean: C un conjunto convexo, f : C — R. Se dice que f es semiestrictamente cuasiconvexa si
para todo x,y € C con f(x) # f(y) y para todo t en el intervalo |0, 1]

f(zey) = F((A = t)z +ty) < max{f(z), f(y)}. (2.15)

Estas dos tltimas definiciones son las de Avriel et al. 1988, Barten y Bom 1982, Frenk y Kassay 2005. En otros libros,
como Avriel 1976, Bazaraa 2006 y Escobar 2005, los nombres son diferentes, la primera se llama fuertemente cuasiconvexa
v la segunda estrictamente cuasiconvexa.

Ejemplo 2.52. Sea f definida en todos los reales por

1 si z#0
f(x)_{o s 2z=0.

f no es convexa, es cuasiconvexa, pero no es estrictamente cuasiconvexa ni semiestrictamente cuasiconvexa. <
Ejemplo 2.53. Sea f definida en todos los reales por

1 si x=0
f(x):{o si x %0,

f no es convexa, no es estrictamente cuasiconvexa, es semiestrictamente cuasiconvexa, pero no es cuasiconvexa ya que el
conjunto inferior de nivel CI(f,0) = R\ {0} no es convexo. <

Ejemplo 2.54. f(x) = 1—exp(-22) (su grafica se parece a una campana de Gauss invertida) no es convexa, es cuasiconvexa,
estrictamente cuasiconvexa y semiestrictamente cuasiconvexa. <&

Ejemplo 2.55. f(x) = max{0,2%-1} no es estrictamente convexa, es convexa, no es estrictamente cuasiconvexa, si es
cuasiconvexa y semiestrictamente cuasiconvexa. <

Proposicion 2.23.

convexidad estricta == cuasiconvexidad estricta.
convexidad == cuasiconvexidad semiestricta
convexidad = cuasiconvexidad
cuasiconvexidad estricta — cuasiconveridad semiestricta
cuasiconvexidad estricta — cuasiconvexidad .
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estr. convexa

estrict. cuasiconvexa ‘ convexa

’semiestr. cuasiconvexa,

cuasiconvexa,

Definicién 2.16. Sea f: A — R doblemente diferenciable en un punto € A. Se llama hessiano orlado (bordered)
de f en el punto T a la matriz de tamafo (n+ 1) x (n 4 1), simétrica

0 f@)r
B =B(z)=B(f,z) = f/(-f) f”(.f) (2.16)
donde f'(z) = Vf(z) € R"*! es el gradiente y f”(z) = V2f(z) € R™" es la matriz hessiana.

Ejemplo 2.56. f(x1,22) = o3 + 47129 + 523,

0 356% + 41’2 41‘1 + 10562
B(z) = | 322 + 4 64 4
41 + 10x2 4 10

Definiciéon 2.17. Sea M una matriz p X p, su subdeterminante estrictamente principal es

mir M2 - My
m21 M2 -+ M24
0; = 6;(M) = det , i=1,..,p
milt M2 - My
Para el hessiano orlado, sea
0 g1 - g

g1 hin -+ hg

Dy(B) = dp41(B) = det R ) (2.17)

gk hgr oo Pk
donde g es el gradiente y H = [h;;] es la matriz hessiana de f.

Para la funcién f del ejemplo anterior,

D1(B)

1 (B) = —(3%% + 4$2)2
D»(B)

d2
d3(B) = det(B)
= —600z1 23 + 16023 — 4802229 + 1287129 — 9027

Proposicién 2.24. (en Bazaraa 2008 p. 771, Avriel 2010 p. 76) Sea f doblemente diferenciable y C un convexo sdlido
(interior no vacio):

e Si f es cuasiconveza, entonces D;(B) <0, i=1,...,n para todo x.
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e SiD;(B)<0,i=1,..,n, para todo xz, entonces [ es cuasiconveza.
e Si f es cuasicéncava, entonces (—1)'D;(B) >0, i = 1,...,n para todo x.

e Si (—1)'D;(B) >0, i =1,...,n, para todo =, entonces f es cuasicéncava.

Para cuasiconcavidad: si f es cuasicéncava entonces D; < 0, Dy >0, D3 <0, ...
Ejemplo 2.57. Sea f(z1,22) = 23 + 23 defininida en todo R

0 322 2
B(x)=| 323 6x; 0 |,
21‘2 0 2

Dy(B) = det [ o
Dy(B) = det(B) = —18x] — 24z, 3.

Sixy = —1y ag = 1, entonces Dy(B(x)) = 6, luego f no es cuasiconvexa. También se puede ver f no es cuasiconvexa
aplicando dlrectamente la definicién. Si x = (—5,5), y = (1,0), t = 0.6, entonces z = (—1.4,2), f(x) = —100, f(y) =
f(z) =1.256. &

Este ejemplo nos permite observar que la suma de funciones cuasiconvexas no es necesariamente cuasiconvexa.
En efecto, sean

g(x1,m2) = »”U‘;’
h(zy,x0) = 23

definidas en todo R2. La funcién g no es convexa, pero se puede comprobar que es cuasiconvexa (por ejemplo, por medio
de los conjuntos de nivel). La funcién h es convexa luego es cuasiconvexa y f(z) = g(x) + h(z).

Para funciones de una variable, la proposicién anterior sirve poco pues para toda funcién doblemente diferenciable

_[ 0o ]
B&=| iy P
y D1(B) = 82(B) = —(f'(z))? < 0. Si f no anula su derivada en C, entonces f es cuasiconvexa.

Ejemplo 2.58. Sea f(z) = 2* definida en todo R .

0 322
B(x):|:3x2 61 :|7

Di(B) = det(B(z)) = —9z*.
3

Entonces la proposicién apenas permite decir que posiblemente f es cuasiconvexa. Recuérdese que x° si es cuasiconvexa.
Por otro lado, si se considera f(r) = —x2 que no es cuasiconvexa, la proposicién anterior dice que —z? cumple esta
condicién necesaria para cuasiconvexidad. <

Ejemplo 2.59. Sea f(r1,22) = 27 — 23 definida en R2.

721’2 -2

_'TQ

0 23:1 —2x5

0
Ds(B) = 8(x
8

para = = (1,0).
Luego la funcién no es cuasiconvexa. <

Ejemplo 2.60. Sea f(x) =logx con = € C' =]0,00[. En este libro log indica el logaritmo en base e o logaritmo natural,
denotado en mateméticas In(z). La notacién log simplemente coincide con las funciones de Scilab y Matlab, log para
logaritmo natural (logl0 para logaritmo base 10).

o
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Luego f(x) = logz es cuasiconvexa. <

Ejemplo 2.61. Sea f(z) = 22 en R.

B(x):[gr 2296]

Di(B) = §(B) = —4a?.

Como §3(B) no es siempre negativo, entonces la proposicién anterior no permite garantizar que f(z) = 22 sea cuasiconvexa.
Sin embargo, f si es cuasiconvexa, més auin es estrictamente convexa. <

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

2.9.
2.10.
2.11.
2.12,

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

EJERCICIOS

Determine si f(z1,72) = 27 + 22179 — 1071 + 522 es convexa, o céncava, o ninguna de las dos. Determine en qué

conjunto f es convexa.

Determine si f(x1,22) = x1€¥17%2 es convexa, o céncava, o ninguna de las dos. Determine en qué conjunto f es

convexa.

Determine si f(x1,29) = fa:% — 5m§ + 2z129 4+ 1027 — 1022 es convexa, o céncava, o ninguna de las dos. Determine

en qué conjunto f es convexa.

Sea C = {(z1,72): |z;| < 1,Vi}. Determine si f(z1,72) = 2(xa — 2%)? es convexa en C, o céncava, o ninguna de las

dos. Determine en qué conjunto f es convexa.
Sea f(x1,72) = o2 + 3. ;(Es f convexa? Determine en qué conjunto f es convexa.

Sea f(x1,72) = o1 + 3. (Es f convexa? Determine en qué conjunto f es convexa.

Sean: C un convexo, g : C' — R convexa. Muestre que {2 € C': g(z) < 0} es un convexo.

Sea

f(x):{xz siz <0,

x siz > 0.

Es f continua? ;Es f diferenciable? ;Es f doblemente diferenciable? ;Es f convexa?

Sean: C un convexo, g : C' — R céncava. Muestre que {z € C': g(x) > 0} es un convexo.
Sean: C un convexo, g : C' — R céncava. Muestre que f(z) = 1/g(z) es convexa en {x € C': g(z) > 0}.
Sean: ¢ € R", f(z) = (cTz)?. Determine si f es convexa. Determine en qué conjunto f es convexa.

Sea f : R™ — R continua. Determine las condiciones que debe cumplir f para que {z: f(x) = 0} sea convexo.

Sean: C convexo, f: C' — R. Muestre que f es convexa si y solamente si

F5z+ 39) < 3 @)+ 55) VayeC

Sean: f1, ..., fm funciones convexas definidas en un convexo C; oy, ..., ay, > 0. Muestre que f(x) = yaq fi(x) + ...+

QU [ () es convexa.

Sean fi, ..., fm funciones convexas definidas en un convexo C'. Muestre que f(z) = max{fi(z), ..., fm(z)} es convexa.

Sean: ¢,d € R", a, € R, C = {z: d*x + 8 > 0},

Es f convexa, concava, cuasiconvexa, cuasicéncava en C'?
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2.17.

2.18.
2.19.
2.20.
2.21.

2.22,
2.23.

2.24.

2.25.
2.26.

2.27.

Sea a = (1,2), b = (5,2). Sea A el conjunto de puntos del plano cuya distancia a punto a o al punto b es menor o
igual a 1. Sea B el conjunto de puntos del plano cuya distancia al punto a o al punto b es menor o igual a 3. Sea C
el conjunto de puntos del plano cuya distancia al punto a y al punto b es menor o igual a 3. Dibuje los conjuntos.
.,Son convexos?

Sea A = {(w1,22): 23 < x2}. Halle co (A).
Sea A = {(w1,22): 23 = x2}. Halle co (A).
Sea A = {(w1,22): 23 < x9}. Halle co (A).

Sea A = {(xz1,x2): ®1 >0, x1|za| > 1}. (A es cerrado? Halle co(A). jco(A) es cerrado? Dé condiciones suficientes
para que si A es cerrado, entonces co (A) sea cerrado.

Sea C' = {(x1,22): |x1| < 22}. Halle los puntos extremos, las direcciones y las direcciones extremas de C.
Sea C = {(x1,72): 23 < z2}. Halle los puntos extremos, las direcciones y las direcciones extremas de C.

Sea C = {(x1,72,73): 23 < 9, 21 + o2 + 23 < 1}. Halle los puntos extremos, las direcciones y las direcciones
extremas de C.

Sean: C un convexo, A una matriz m x n, D = {y: y = Az,x € C'}. Muestre que D es un convexo.

Sean: A una matriz m X n, (m < n) de rango m, D = {d: Ad = 0,d > 0,d # 0} # (. Muestre que D es un cono
convexo.

Sean z!, ..., 2™ elementos no nulos de R”. Una combinacién lineal de estos elementos se llama no negativa si todos
los escalares son no negativos, y se llama positiva si todos los escalares son positivos. Sea cnn(z!,...,2™) el conjunto
de todas las combinaciones lineales no negativas y cp(a!,...,2™) el conjunto de todas las combinaciones lineales
positivas. Muestre que los conjuntos cnn(z!,...,2™) y cp(a!,...,2™) son conos convexos.
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2.28.

Completar

EC

EcC

sEcC

cC

no

no

si

si

si

10

11

12

KN

C = convexa, E = estrictamente, ¢ = cuasi, s = semi



Capitulo 3

Condiciones de optimalidad

Sean: A un subconjunto abierto de R”, f: A — R, X C A. En este capitulo se estudiardn condiciones de optimalidad
para el problema de minimizar f(x) cuando z varfa en X. Este problema se puede denotar

min f(z)

sujeto a = € X.

o también

min f(x)
tal que z € X.

En este documento se denotaréd simplemente

min f(x) (PM)
rzcX.

Con frecuencia A = R™. Generalmente el conjunto X puede ser todo R™ o estar definido mediante igualdades o desigual-
dades.

Las condiciones de optimalidad, de esta seccién, se aplican a los puntos interiores de X. En secciones posteriores se
estudiard el caso de X definido por desigualdades o igualdades y puntos no interiores.

Cuando X = A = R", se tiene un problema de minimizacién sin restricciones (irrestricto), que se denotard simplemente
min f(x)
sobreentendiendo que el conjunto X es todo R”.

Definicién 3.1. Un punto z* € X se llama minimizador global o absoluto (o también punto de minimo global) y
f* = f(z*) se lama minimo global o absoluto (o valor minimo global) de PM, si

F=f")<fx) VzelX.

Un punto z* € X se llama minimizador global estrictoy f* = f(z*) se llama minimo global estricto de PM, si
[r=f@") < f(x) Ve € X, x # x*.

Un punto z* € X se llama minimizador local o relativo y f* = f(z*) se llama minimo local o relativo de PM, si
existe r > 0 tal que
ff=f") < fx) Ve € X N B(x*,r).

Un punto z* € X se llama minimizador local estricto y f* = f(z*) se llama minimo local estricto de PM, si existe
r > 0 tal que

ff=f") < f(z) Ve € X N B(x*,r),x # z*.
Un punto z* € X se llama minimizador global aislado si existe una vecindad de z* donde no hay otros minimizadores
globales. Un punto z* € X se llama minimizador local aislado si existe una vecindad de z* donde no hay otros
minimizadores locales.

39
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Obsérvese que todo minimizador global también es minimizador local. Para minimizadores globales, estricto es equivalente
a lunico, y cualquiera de estas dos caracteristicas implica aislamiento. Es posible que no haya minimizadores locales o que
no haya minimizadores globales.

Ejemplo 3.1. Sea f(z) = cosz en el intervalo [—20,20]. El punto = 7 es minimizador local estricto y aislado, también
es minimizador global aislado. El valor —1 es un minimo local y global. <

Ejemplo 3.2. Sea f(z) = 22 en todos los reales. El punto z = 0 es minimizador local y global estricto y aislado. El valor
0 es un minimo local y global. <

Ejemplo 3.3. Sea f(z) = x? en el intervalo [3,9]. El punto z = 3 es minimizador local y global estricto y aislado. <

Ejemplo 3.4. Sea f(x) = |x] (parte entera, también llamada parte entera inferior). El conjunto de minimizadores locales
es R\ Z (el conjunto de todos los reales no enteros). <

Ejemplo 3.5. Sea f(x) = [z] (parte entera superior). Todos los puntos son minimizadores locales. <
Ejemplo 3.6. Sea f(z) = 22 en el intervalo ]3,9]. Para este problema no hay minimizadores locales ni globales. <
Ejemplo 3.7. Sea f(z) = 2° en toda la recta real. Para este problema no hay minimizadores locales ni globales. <

Ejemplo 3.8. Sea

(z) = 2%(14 22 +sin(1/z)) sixz #0,
T =14 siz=0.

El punto = 0 es un minimizador local y global estricto, pero no es minimizador local aislado. <
Si el problema planteado es de maximizacién, basta con multiplicar por menos uno a la funcién f y asi un minimizador

de un problema es maximizador del otro. Obviamente el valor minimo global de un problema corresponde al valor maximo
global del otro problema multiplicado por menos uno.

min f(x) (PM)
reX.

max g(z) = —f(x) (PMAX)
z e X.
Sean:

X* :  conjunto de minimizadores globales del PM,
f* :  minimo global del PM,

conjunto de maximizadores globales del PMAX,
maximo global del PMAX.

Q* N*

Entonces

X = X,
e = -9
Los resultados anteriores también son ciertos si se cambia la palabra global por la palabra local. El siguiente enunciado es

simplemente una manera de decir algo obvio con otras palabras.

Proposicién 3.1. El PM tiene minimizador global si y solamente si el conjunto de imdgenes f(X) tiene minimo.

La “proposicién” anterior, utilizada junto con condiciones suficientes para que f(X) tenga minimo, permite garantizar la
existencia de un minimizador global para el PM.

Proposicion 3.2. Las siguientes son algunas de las condiciones suficientes para que exista minimizador global:

o f(X) es cerrado y acotado.

o f(X) es cerrado y acotado inferiormente.
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e f es continua, X es cerrado y acotado.

Ejemplo 3.9. Sea f(x1,22) = senx; + cosxz en todo R El conjunto imagen es simplemente f(X) = [~2,2] cerrado y
acotado, luego existe por lo menos un minimizador global. <&

Ejemplo 3.10. Sea f(z1,72) = 23 + 23 en X = {z: > 0}. El conjunto imagen es simplemente f(X) = [0, oo cerrado y
acotado inferiormente, luego existe por lo menos un minimizador global. <

Ejemplo 3.11. Sean: X = {(x1,22): 21 + 22 = 2,21 > 0,22 > 0}, f(2) = 23 + 23. Como X es cerrado y acotado y f es
continua, entonces existe un minimizador global de f en X. <

Ejemplo 3.12. Sea f(z) = 1/(1 + 2?) en todo R. Esta funcién es continua en un conjunto cerrado, f(X) es acotado
inferiormente ya que f(z) > 0 para todo z, sin embargo, no existe minimizador. <

Definicion 3.2. Una funcién f definida en S subconjunto no acotado de R™ es coercitiva en S si cuando = € S

lim f(z) = 4o0. (3.1)

l|z|[—o00
Esto quiere decir que dado cualquier M > 0 existe R > 0 tal que si x € Sy ||z|| > R, entonces f(z) > M.

En palabras menos formales, f es coercitiva si siempre que = € S esté muy alejado del origen, el valor f(x) es positivo y
muy grande, y entre mds alejado esté x, mds grande serd f(z).

Ejemplo 3.13. S =R", f(z) = ||z|| es coercitiva.

S =R", f(x) = ||z||? es coercitiva.
S =R", f(x) = ||z — z||? (para un Z fijo) es coercitiva.
S =R%, f(z) = ||z — z||* (para un Z fijo) es coercitiva.

2 2 oy .
S =R2, f(x) = el + %2 — 2100 — 3190 eg coercitiva.
S =R2, f(x) = a1x1 + asxs + az no es coercitiva. <

Ejemplo 3.14. Sean: S = R?, flz) = (1 — 1’2)2. f no es coercitiva, aunque es coercitiva con respecto a x1 y con respecto
axy. O

Proposicion 3.3. Sea X cerrado y no acotado. Si f : X — R es continua y coercitiva, entonces existe x* minimizador
global de f en X.

Ejemplo 3.15. Sean: X =R2, f(z1,22) = (z1 —4)*>+ (22 —5)?. Como X es cerrado y [ es continua y coercitiva, entonces
existe por lo menos un minimizador global. <

Ejemplo 3.16. Sean: X el interior de R%, f(z1,22) = (1 —4)* + (z2 — 5)%. Como X no es cerrado no se puede aplicar
la proposicién anterior. Sin embargo, si existe un minimizador global (el punto = = (4,5)). <

De la definicién se deduce facilmente que, si una funcién es coercitiva en un conjunto no acotado, entonces es coercitiva
en cada uno de sus subconjuntos no acotados. En particular si una funcién es coercitiva en R™, entonces es coercitiva en
cualquier conjunto no acotado.

Definicion 3.3.

Problema de optimizacién convexa:

min f(x)
reX

donde f es una funcién convexa y X un conjunto convexo.

Problema de optimizacién céncava:

max f(x)
reX

donde f es una funcién céncava y X un conjunto convexo.
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Problema de optimizacién cuasiconvexa:

min f(z)
zeX
donde f es una funcién cuasiconvexa y X un conjunto convexo.

Problema de optimizacién cuasicéncava:

max f(x)
rzeX

donde f es una funcién cuasicéoncava y X un conjunto convexo.

Proposicion 3.4. En optimizacion convexa, todo minimizador local es minimizador global, Si la funcion es estrictamente
conveza, hay por mucho un minimizador global.

En optimizacion cuasiconvexa, un minimizador local estricto es necesariamente un minimizador global estricto.

Resultados andlogos con mazximizadores, concavidad y cuasiconcavidad.

En optimizacién cuasiconvexa, un minimizador local no es necesariamente minimizador global.

a3 si <0
fle)y=4<0 si 0<ax<2
(x—2) s 2<ux

f es cuasiconvexa.

min f(z)

reR

es un problema de optimizacién cuasiconvexa, x = 1 es minimizador local, pero no es minimizador global.

3.1 Optimalidad en puntos interiores

Proposicion 3.5. Sean: T un punto interior de X, f diferenciable en T. Si T es un minimizador local del PM, entonces
f(z)=0. (3.2)

Los puntos donde se anula el gradiente se llaman puntos criticos.

Ejemplo 3.17. Sean: X = R?, f(x1,22) = (21 + 22 — 5)? + (31 — 222)2. Entonces f es continua, X es cerrado y f es
coercitiva, luego existe por lo menos un minimizador global. Al obtener el gradiente f/(z) = (20z; — 1029 — 10,—10x7 +
1022 — 10) se deduce que el dnico punto que cumple la condicién necesaria de anular el gradiente es z = (2, 3), luego
necesariamente es el minimizador global ya que todos los puntos son interiores. <&

Ejemplo 3.18. Sea f(z) = 2® en el intervalo [2,00[. Como X es cerrado, f es continua y coercitiva, entonces existe un
minimizador global. Si el minimizador global * fuera punto interior, entonces f'(z*) = 0, pero esto no es posible, luego
el minimizador tiene que ser el Gnico punto no interior, es decir, z* = 2. <

Ejemplo 3.19. Sean: X = R?, f(x1,22) = 27 + 3. En este caso no se puede garantizar que f(X) tenga minimo. Como
f'(x) = (221, 322), se deduce que el tinico punto que cumple la condicién necesaria de anular el gradiente es 7 = (0,0),
pero no se puede afirmar que es minimizador local o minimizador global. Mds atn, Z = (0,0) no es minimizador local -y
tampoco global- pues los puntos de la forma (0, —¢), con € > 0 y pequeno, son mejores que Z y estdn muy cerca de T. <

Ejemplo 3.20. Sean: X = {(z1,22): 21 + 22 > 1, 31 > 0, 29 > 0}, f(x1,22) = 27 + 23. Entonces f es continua,
X es cerrado y f(X) es continua y coercitiva, luego existe por lo menos un minimizador global. Al obtener el gradiente
f'(z) = (221, 323) se deduce que no hay puntos interiores que cumplan la condicién necesaria de anular el gradiente, luego
el minimizador global debe ser un punto de X que esté en la frontera. <
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Ejemplo 3.21. f(x1,73) = 27 —23 en todo R?, & = (0,0) es el tinico candidato a ser minimizador local. No es minimizador
global ya que, por ejempo, = (0,1) es mejor. Tampoco es minimizador local pues , si € es un nimero positivo pequeiio,
los puntos (0, &) son puntos vecinos y mejores que Z. <

Proposicion 3.6. Sean: T un punto interior de X, f doblemente diferenciable en T. Si T es un minimizador local del
PM, entonces

f(@)=0 (3.3)

f(x) es semidefinida positiva. (3.4)

Ejemplo 3.22. Sean: X = R?, f(x1,22) = 22 — 2. Al calcular el gradiente y la matriz hessiana, se obtiene

ra= . re=15 3]

72562

Se deduce que el tnico punto que cumple la condicién necesaria de anular el gradiente es = (0,0), sin embargo, la matriz
hessiana en este punto no es semidefinida positiva, luego = (0,0) no es minimizador local, luego no existe minimizador
local ni global. <

Ejemplo 3.23. Sean: X = {(z1,22): o1 + 12 > —4}, f(21,72) = (w1 + 22 — 5)% + (321 — 222)%. Al calcular el gradiente
v la matriz hessiana se obtiene

;o[ 20z =102, — 10 vy [ 20 —10
i) = 1Ox1+10x210]’ f(“")_{lo 10]'

Se ve que en = = (2, 3) se anula el gradiente y la matriz hessiana es semidefinida positiva, luego x = (2, 3) es candidato a
ser minimizador local. <

Proposicién 3.7. Sean: T un punto interior de X, f doblemente diferenciable en Z. Si f'(Z) = 0 y ademds f"(Z) es
definida positiva, entonces T es un minimizador local del PM.

Ejemplo 3.24. Sean: X = {(z1,22): 71 + 22 > —4}, f(z1,72) = (z1 + 22 — 5)? + (321 — 222)%. Considerando el ejemplo
anterior se observa que en Z = (2,3) se anula el gradiente y la matriz hessiana no sélo es semidefinida positiva sino que
también es definida positiva, por lo tanto se concluye que x = (2,3) es minimizador local. <

Ejemplo 3.25. Sean: X = R?, f(x1,22) = o7 + 23. Al calcular el gradiente y la matriz hessiana se obtiene

dg3 1222 0
/ _ 1 " _ 1
ra=|ym ] @=L
Se observa que en z = (0,0) se anula el gradiente y la matriz hessiana es semidefinida positiva, luego es candidato a
minimizador local. Como la matriz hessiana no es definida positiva en = (0,0), entonces la proposicién anterior no

permite garantizar que sea un minimizador local. Sin embargo, si lo es, ya que es el unico punto donde la funcién vale
cero. Mdés aun, es minimizador global. <

Proposicién 3.8. Sean: T un punto interior de X, f doblemente diferenciable en T. Si f'(z) =0 y existe r > 0 tal que
1" (z) es semidefinida positiva para todo x € B(Z,r), entonces T es un minimizador local del PM.

Ejemplo 3.26. Sean: X = R?, f(z1,72) = o7 + 23. Al calcular el gradiente y la matriz hessiana se obtiene
’ _ 43 " . 1222 0
ra=|am ] @=L

Se observa que en z = (0,0) se anula el gradiente y para cualquier r > 0 la matriz hessiana es semidefinida positiva en
B((0,0),r), luego = (0,0) es minimizador local del PM. <

Proposicion 3.9. Sean: X un conjunto convexo, abierto, f : X — R convexa y diferenciable. Un punto T elemento de
X es minimizador global del PM si y solamente si f'(Z) = 0.

La proposicién anterior dice que en optimizaciéon convexa diferenciable, un punto interior es minimizador global si y
solamente es un punto critico. Obsérvese que, en general, el gradiente nulo es una condicién necesaria para un minimizador
local en puntos interiores.
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Ejemplo 3.27. X = R? f(z1,22) = 22 + 23 es diferenciable y se vio que es convexa, luego # es minimizador global si y

solamente si
I 2% _ 0

Luego el tnico minimizador global es Z = (0,0). <

Proposicion 3.10. Sean: C' un conjunto convezo, f : C — R convezxa. Si T es minimizador local, entonces es minimi-
zador global.

Si [ es estrictamente convexa o estrictamente cuasiconvera y T es un minimizador global entonces es minimizador global
inico.

Proposicion 3.11. Sea C convezro, f : C —> R estrictamente cuasiconvexa. Si x* es un minimizador local del PM,
entonces x* es el inico minimizador global del PM.

La propiedad anterior se puede presentar también asi: al minimizar una funcién estrictamente cuasiconvexa en un conjunto
convexo, el conjunto de minimizadores globales es vacio o tiene un solo elemento.

Si la funcién es cuasiconvexa, un minimizador local no es necesariamente minimizador global.

Ejemplo 3.28. Sea f: R — R definida por

(x4+1)3 si x<-1
f(z)=<0 si —l<z<l1
(r—1)3 s x>1
f es cuasiconvexa, T = —1/2 es minimizador local pero no global.

Ejemplo 3.29. Sea X = R, f(z) = [z]. El punto z = 3/2 es minimizador local, f es cuasiconvexa pero no es convexa,
x = 3/2 no es minimizador global. <

Ejemplo 3.30. Sea X = {(z1,72): 21 + 22 > —4}, f(z1,22) = (z1 + 22 — 5)? + (321 — 222)?. El punto = = (2,3)
es minimizador local y como f es convexa, entonces es minimizador global. Ademés, como [ es estrictamente convexa,
entonces x = (2, 3) es el tinico minimizador global. <&

3.2 Optimizacion con restricciones, generalidades

Considérese inicialmente el mismo problema de minimizacién visto hasta ahora:

min f(x) (PM)
z e X.

donde X es un conjunto cualquiera, no necesariamente abierto. Los resultados presentados en este capitulo permiten
estudiar las condiciones de optimalidad en puntos cualesquiera (interiores o no interiores).

Definicién 3.4. Sean: d € R”, d # 0, z € X. d es direccién (local) de descenso de f en el punto Z, si existe ¢ > 0
tal que
f(@+2d) < f(Z) para todo X €]0,¢].

Definicién 3.5. Sean: d ¢ R", d #0,Z € X. d es direccién (local) de ascenso de f en el punto Z, si existe € > 0 tal
que
f(@+2d) > f(Z) para todo X €]0, €.

Ejemplo 3.31. f(x1,72) = 23 + 23 en R?, ¥ = (3,4). En este ejemplo sencillo minimizar f es equivalente a minimizar
la distancia de un punto al origen. La distancia del punto Z al origen es 5 y una direccion de descenso es aquella que
permite, a partir de Z, acercarse al origen. El punto Z estd en la circunferencia con centro en el origen y radio 5, entonces
las direcciones de descenso son las que permiten entrar al circulo a partir de Z, o sea, d = (d1,d2) es direccién de descenso
si 3dy + 4ds < 0. Obsérvese que las direcciones tangentes a la circunferencia en Z, es decir, 3d; + 4ds = 0 con d # 0, son
direcciones de ascenso. Las otras direcciones de ascenso deben cumplir con 3dy + 4dy > 0. <

Proposiciéon 3.12. Sean: d € R™, d #0, z € R", f diferenciable en Z.
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o si f/(Z)"d < 0, entonces d es direccion de descenso.
o si f/(Z)"d > 0, entonces d es direccion de ascenso.

o si f'(Z)"d =0, entonces d puede ser direccidn de descenso, o de ascenso o ninguna de las dos.

Ademds si f'(Z) #0 y [ es convexa, entonces d # 0 es direccion de descenso si y solamente si f'(Z)"d < 0

Definicién 3.6. Sean: d € R, d #0, T € X. d es direccion realizable o admisible (local) o factible en el punto Z
con respecto al conjunto X, si existe € > 0 tal que

T+AeX para todo A €]0, ¢].
Sea D,. el conjunto de direcciones realizables o admisibles en el punto Z con respecto al conjunto X. Los tres resultados
siguientes son consecuencias directas de las definiciones.

Proposicién 3.13. Si T es un punto interior de X, entonces D, = R™ \ {0}. O sea, todo vector no nulo es direccion
realizable.

Proposicion 3.14. Si T es un minimizador local de PM, entonces

DrﬁDd:(Z).

3.3 Optimizacion con desigualdades.
Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

La mayoria de los problemas de programacién no lineal se plantean como la minimizaciéon de una funcién f en un conjunto
definido por desigualdades e igualdades. Para facilitar el estudio de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, KKT, se
presentard primero el problema tunicamente con desigualdades y posteriormente con desigualdades e igualdades. Las
funciones g;, h; estan definidas en A subconjunto abierto de R" y tienen valor real.

min f(x) (PMD)
gi(z) <0
92(2) <0
gm(z) <0.
min f(x) (PMDI)
gi(z) <0
g2(z) <0
hl (I’) = 0
hg(x) =0
hs(x) .:.O.

En todos los casos X indica el conjunto de puntos admisibles o realizables, es decir, el conjunto de puntos que cumplen
todas las restricciones.

Definicién 3.7. Se dice que la desigualdad g;(z) < 0 estd activa o saturada en un punto Z si se cumple exactamente
la igualdad, es decir, si g;(Z) = 0. Se dice que la desigualdad g;(x) < 0 est4 inactiva o no saturada o pasiva en un
punto Z si se cumple estrictamente la desigualdad, es decir, si ¢;(Z) < 0. Sea T admisible. Se denotard por Z el conjunto
de indices de las desigualdades activas o saturadas en Z:

I(z) =T = {i: gi(z) = O} (3.5)
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Obsérvese que una desigualdad se cumple o no se cumple en un punto . Si se cumple puede estar activa o inactiva.

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, también son conocidas con el nombre de Kuhn-Tucker inicamente, sin embargo,
se da también crédito al trabajo de Karush en una tesis de maestria de la Universidad de Chicago, en 1939. Las condiciones
de KKT, cuando se pueden aplicar, permiten un manejo algoritmico y preciso, atin para problemas con muchas variables.

Definiciéon 3.8. Un punto  admisible para el PMD tal que: g; es diferenciable en T para i € Z, se llama regular si los
gradientes ¢}(Z) para ¢ € Z son linealmente independientes o si Z = §.

Proposicion 3.15. Teorema de KKT. Condiciones necesarias para el PMD. Sea T tal que:
T es un punto admisible,
f es diferenciable en T,
g; es diferenciable en T parai € L,
gi es continua en T para i ¢ T,
T es reqular.
Si T es un minimizador local del PMD, entonces existen escalares u;, i € T, tales que:

F1(@)+ > uigi(z) =0, (3.6)
€L
u; >0, 1€ T

Si el punto no es admisible, no puede ser solucién del problema de optimizacién. Si el punto es admisible pero no es regular,
entonces no se puede aplicar el teorema; pero ain asi, podria ser minimizador local.

Supongamos ahora que se cumplen las condiciones para aplicar el teorema. La igualdad (3.6]) es un sistema de ecuaciones,
> ier Ui 9;(T) = —f'(Z), hay n ecuaciones y m = |Z| incégnitas u;.

Si m < n, este sistema es sobredeterminado, hay méas ecuaciones que incoégnitas. Si m = n, se trata de un sistema
cuadrado. Como Z es regular, las columnas de la matriz de coeficientes son linealmente independientes. Para el caso del
sistema sobredeterminado hay dos posibilidades: no hay solucién o hay una unica solucién. Para el sistema cuadrado,
necesariamente hay una tnica solucién.

Si el sistema no tiene solucién, entonces T no es minimizador local. Si el sistema tiene solucién, pero algin u; < 0, entonces
Z no es minimizador local. Si el sistema tiene solucién y todos los u; > 0, entonces el punto T es candidato a minimizador
local.

Ejemplo 3.32. Counsidere & = (0,2) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)°+ (22 —2)°
i —12+2 < 0
—r1 < 0
—2245/2 < 0

El punto Z es no es factible, luego no puede ser minimizador. <

Ejemplo 3.33. Considere Z = (1,3) para el siguiente problema:

min f(z) = (z1-3)%+ (22— 2)°
xf —x2+2 < 0
—xr1 < 0
—x9+5/2 < 0

El punto Z es factible; Z = {1}; f, g1 son diferenciables en Z; g2, g3 son continuas en Z; el conjunto formado por el
gradiente ¢g1(Z) = [2 — 1]" es linealmente independiente, luego Z es regular.

resSua@ =] T ru [ 3 ]=[0]

entonces

Luego Z = (1,3) es un buen candidato a minimizador local. <
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Ejemplo 3.34. Cousidere & = (0,5/2) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)%+ (3 —2)?
a? —za+2 < 0
—T1 S 0
—T9 + 5/2 < 0.
El punto Z es factible, Z = {2,3}, f, g2, g3 son diferenciables en Z, g; es continua en Z, el conjunto formado por los
gradientes ¢4 (Z) = [—1 0]", g45(Z) = [0 —1]" es linealmente independiente, luego T es regular.
. gy | —6 -1 o [0
rir gt [ 4] on] 4] oo 2]-[3]
€T
entonces

uy=—6%0, ug=1.
Luego Z = (0,5/2) no es minimizador local. <&

Ejemplo 3.35. Counsidere & = (1,1) para el siguiente problema:

min f(zr) = % +3
2—x1—20 < 0
11—z < O
1—29 < 0.

El punto Z es factible; Z = {1,2,3}; f, g1, g2, g3 son diferenciables en Z, pero el conjunto formado por los tres gradientes
no es linealmente independiente, luego no se puede aplicar el teorema. Sin embargo, el punto z = (1,1) si es el minimizador
global. En este ejemplo sencillo se puede ver que al suprimir la primera restricciéon el conjunto admisible no cambia. O
sea, el problema anterior es exactamente equivalente a:

min f(z) = 2%+ 23
1 — T S 0
1 — X9 S 0.

El punto Z = (1,1) es factible; Z = {1,2}; f, g1, g2 son diferenciables en Z; el conjunto formado por los gradientes
91(Z) =[-1 0]", ¢4(Z) = [0 —1]" es linealmente independiente, luego Z es regular.

e[ 2] =5

up =220, uy=22>0.

entonces,

Luego Z = (1,1) es candidato a minimizador local. <

Ejemplo 3.36. Considere Z = (0, 1) para el siguiente problema:

min f(z1, z2)
—r? -2 41
23+ (za+ 1) —4

—Xo

—X9

IAINCIA

El punto Z es factible; Z = {1,2}; f, g1, g2 son diferenciables en Z; g3 es continua en Z; el conjunto formado por los dos
gradientes g1 (Z) = [0 — 2]%, ¢5(Z) = [0 4]" no es linealmente independiente, luego no se puede aplicar el teorema. Sin
embargo, al construir la regién admisibles, se “ve” que el punto z = (0,1) si es el minimizador global. Acd no se puede
quitar ninguna de las restricciones pues el conjunto admisible se altera. Habria necesidad de utilizar otros criterios para el
estudio de este problema. <

En los ejemplos anteriores ha sido relativamente simple saber si un punto z cumple o no cumple condiciones de KKT. En

un caso general, suponiendo T admisible y regular, se trata de resolver un problema de la forma

Ay =
y 2
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donde A es una matriz n x m, siendo m el nimero de desigualdades saturadas; b = —f'(Z); y el vector columna m x 1
compuesto por las variables wu;,7 € Z; las columnas de A son los gradientes de las desigualdades activas evaluados en Z.
Como Z es regular, entonces las columnas de A son linealmente independientes, luego rango(4) = m < n.

Es necesario resolver el sistema Ay = b y ver si hay solucién tal que y > 0.

Un procedimiento seguro es el método de Gauss, construir la matriz ampliada [A b] y llevarla a la forma escalonada
reducida. En Scilab la matriz escalonada reducida se obtiene por medio de la funcién rref.

Como las columnas de A son linealmente independientes, inicamente se presentan dos casos: sistema inconsistente y
sistema con una unica solucién.

Si el sistema es inconsistente el punto en estudio no es minimizador local. Cuando tenga una tnica solucién y, verificar si
y > 0. Si esto se cumple el punto es candidato a minimizador local. Si algun y; < 0, el punto no es minimizador local.

Ejemplo 3.37. Cousidere & = (1,1, 1,1) para el siguiente problema:

min f(z) = 23 4 323 + 22 + 23

(x1 —4)* +a5+a5+a2i—-15 < 0
l—2zo < 0

10— 21 — 229 — 323 — 424 < O
4—z1—290—23—24 < 0

El punto Z es factible; Z = {2,3,4} ; f, g2, g3, g4 son diferenciables en Z ; g; es continua en Z ; el conjunto formado por
los gradientes

g@) = [ 0 -1 0 0],
gs() = [ -1 -2 =3 -4 ",
gi() = [ -1 -1 -1 -1 ]°
es linealmente independiente. El gradiente de f es f(Z) =[2 6 2 2]*. El problema que hay que resolver es el siguiente:
0 -1 -1 -2
-1 -2 -1 Lol R
0 -3 —1 ||| T | -2
0 —4 —1|L¥ —2
y = 0,

donde y; = ug, y2 = u3, y3 = u4.

La matriz ampliada:
0 -1 -1 -2
-1 -2 -1 -6
0 -3 -1 -2}’
0 -4 -1 =2

y por medio de operaciones elementales sobre las filas se llega a

1 0 0 4
01 00
0 01 2]
0 0 0 O

lo cual indica, primero, que el sistema si tiene solucién, y, segundo, que la solucién tiene todas sus componentes no
negativas, luego z es punto de KKT. <

Ejemplo 3.38. Considere el problema de minimizar
f(z1, 22,25, 1) = 27 + 323 + 23 + 22

con las mismas restricciones y el mismo punto z = (1,1,1,1)

Lo tnico que cambia es el gradiente f'(Z) = (2,6,2,4). La matriz ampliada:

0 -1 -1 -2
-1 -2 -1 -6

0o -3 -1 =2}’

0 -4 -1 -4
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y por medio de operaciones elementales sobre las filas se llega a

OO O
OO = O
O = OO
= O O O

lo cual indica que el sistema no tiene solucién (en un paso intermedio del método de Gauss también se pudo haber detectato
la inconsistencia), luego el punto no es minimizador local. <

Ejemplo 3.39. Considere el problema de minimizar

w1, w2, 23, m4) = 27 = 205 + 73 + 2]
con las mismas restricciones y el mismo punto & = (1,1,1,1)
Lo tnico que cambia es el gradiente f'(Z) = (2,—4,2,2). La matriz ampliada:

0 -1 -1 -2

-1 -2 -1 4
0o -3 -1 =2}’
0 -4 -1 -2

y por medio de operaciones elementales sobre las filas se llega a

oS O o
o o= O
o= O o
O OO

lo cual indica que el sistema si tiene solucién, pero como un u; es negativo el punto no es minimizador local. <

3.3.1 Estudio exhaustivo

Para problemas pequenos, sin partir de un punto admisible explicito, se puede tratar de resolver completamente un problema
estudiando todas las posibilidades para el conjunto Z. Es decir, se buscan todos los posibles puntos de KKT. Para cada
posible caso de Z, es necesario resolver un sistema de ecuaciones que pueden ser no lineales. Cuando f es cuadratica y
todas las restricciones son lineales, el sistema que se va a resolver es un sistema de ecuaciones lineales.

Si todos los puntos factibles son regulares y, cuando se pueda garantizar la existencia de un minimizador global, entonces
uno de los puntos de KKT debe ser el minimizador global; si hay un solo punto de KKT, este debe ser el minimizador
global; si hay varios puntos de KKT, el minimizador global debe ser el mejor punto de KKT. Mejor punto de KKT quiere
decir el de menor valor al evaluar f.

Si no se puede garantizar la existencia de un minimizador global y hay uno o varios puntos de KKT, puede ser que uno
o algunos de ellos sean minimizadores locales. El mejor de estos puntos puede ser minimizador global, pero también es
posible que no haya minimizador local ni global.

Si todos los puntos factibles son regulares y no hay puntos de KKT, se puede concluir que no hay minimizadores locales y
tampoco hay minimizador global.

Es posible que para un Z supuesto, resulte un punto x factible y, aparentemente, punto de KKT, pero que para este x
obtenido el Z real sea diferente del supuesto (mds “grande” que el supuesto). En este caso el estudio debe hacerse con el
verdadero 7.

En el mejor de los casos, con ese nuevo Z, el punto z es realmente un punto de KKT. Se confirma lo que parecia.

Pero también es posible, que con el x obtenido y el verdadero Z, el resultado definitivo sea diferente de lo que parecia
inicialmente. Por ejemplo, al estudiar con ese I real, resulta que T no es regular. Entonces no se puede afirmar que se
trata de un punto de KKT.

Sea |Z| el cardinal de Z, es decir el nimero de elementos de Z. Si |Z| = n, buscando resolver sistemas de ecuaciones més
pequenos, se puede tratar de obtener el (un) x que cumpla las |Z| = n igualdades provenientes de las desigualdades activas.

Si este sistema n X n no tiene solucién, la opcién de Z supuesta no conduce a un punto de KKT. Si el sistema tiene solucion
x y ademas este = es factible, se estudia si cumple o no condiciones de KKT.
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Si |Z| > n, resulta uns sistema sobredeterminado, mds ecuaciones que incégnitas. Si el sistema no tiene solucién, entonces
la opcién de Z supuesta no conduce a un punto de KKT. Si el sistema tiene solucién y ademads es factible (cumple las otras
desigualdades), tampoco es un punto de KKT puesto que no es regular, hay mas gradientes que la dimension del espacio.

Ejemplo 3.40. Resolver, utilizando condiciones de KKT, el siguiente problema:

min  f(z1,22) = xf + 3x§ + 4x120 + Tx1 + Do
xr1 — 21‘2 S 0
31 +a2 <7

Reescrito en la forma usual:

min  f(z1,22) = 1’% + 3:17% + 4xq1x0 + Tx1 + SIo
xr1 — 21‘2 S 0
3x1+x2—7<0

En este problema las funciones f, g1, g2 son continuas y diferenciables. Todos los puntos factibles son regulares ya que los
gradientes de g7 y g2 son constantes y sin depender de z, si no hay restricciones activas, si hay una o si hay dos, siempre
los gradientes serdan linealmente independientes y el punto factible sera regular.

Para Z hay cuatro posibilidades: 0, {1}, {2}, {1,2}.
=0, f'(x)=0:

201 + 4z +7| |0
4xq + 69 + 5 10

Al resolver este sistema de ecuaciones lineales se obtiene x = (11/2, —9/2), punto no factible.
I=A{1}, f'(x)+wmgi(z) =0, gi(z) =0.
201 +4x0 + 7 1 . 0
[43:1 + 62, +5] i [—2} = M
T, — 21‘2 =0
Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas. Su matriz ampliada es

2 4 1 -7
4 6 -2 -5
1 -2 0 0

Su solucién es x = (—19/15,-19/30), u; = —29/15. El punto z es factible pero u; < 0, luego x no es punto de KKT,
entonces no minimizador local.

7 ={2}
La matriz ampliada del sistema es

2 4 3 -7
4 6 1 =5
310 7

x = (53/16,—47/16), ug : —5/8. El punto z no es factible.

SiT={1,2},
xr1 — 2.%‘2 =0
3x1+x9=7
Se obtiene x = (2,1), punto factible. Al estudiar condiciones de KKT, se obiene u; = 6, us = —7, entonces (2,1) no es

minimizador local.

Estudiados todos los casos para Z y como todos los puntos factibles son regulares, se concluye que no hay ningin minimi-
zador local y tampoco minimizador global, el valor de f en los puntos factibles no es acotado (inferiormente).
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Si para el caso Z = {1, 2}, se hubiera planteado el sistema completo:

2y + day + 7 1 31 o
{41:14—6902—&-5} T {—2} Uz M = [o}
$1—2(E2:0
3l’1+1’2*7:0

La matriz ampliada

2 4 1 3 -7

4 6 — 1 -5

1 -2 0 0 0

3 1 0 0 7
Al resolver el sistema, x1 =2, o =1, u3 =6, us = —-7. <

Ejemplo 3.41. Resolver utilizando condiciones de KKT
fxy,m0) = =327 — 423 + Twy29 + 331 + 29
—3£C1 — 8(E2 < -2
1+ T2 S 6
21}1 — 633‘2 S 0

Reescribiendo el problema:

f(z1,20) = —32% — 43 + Tay20 + 321 + 22
—3r1 — 822 +2<0
1+ —6<0
2x1 — 622 <0

Hay 8 casos posibles para Z: 0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.
Z=0:xz=(-31,—-27) no factible.

Z={1}: = (41/99, 0.094697) no factible.

I ={2}:2=(23/7, 19/7) factible, ug = —16/7, x no es minimizador local.

T ={3}: 2= (3/2, 1/2) factible, u3 = 5/4, x es punto de KKT.

T ={1,2}: = (46/5, —16/5) no factible.

Z=A{1,3}: xz=(6/17, 2/17) factible, u; = 0.449827, us = —0.178201, = no es minimizador local.
T ={2,3} : x=(9/2, 3/2) factible, uy = 5, uz = 17/4, = es punto de KKT.

7 =1{1,2,3} : el sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas no tiene solucién. Ademas si se obtuviera un punto factible,
este no serfa regular, tres gradiente en R2.

En resumen, hay dos puntos de KKT, candidatos a minimizador local. De estos dos puntos, solamente el mejor, es candidato
a minimizador global, es decir, z = (9/2, 3/2), puesto que f(3/2, 1/2) = 2.5, f(9/2, 3/2) =-75 <

Ejemplo 3.42.

min f(x1,22) = 327 + 223 — 8x129 — 221 + 1625
—2x1 —x2+8<0
201 —x9—4 <0
o —4<0
—r1+22+1<0
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Estudio del caso Z = {1}
61’1—81’2—2 + —2 _ 0
—8zy +4dza+16| T =1 T |o
72561 — T2 + 8=0

Las incognitas son x1, T2, u;. La matriz ampliada del sistema es:

6 -8 -2 2
-8 4 -1 -16
-2 -1 0 =8

Al resolver el sistema se obtiene z = (3,2), u; = 0. Este z es factible y u; > 0 luego parece que este = es un punto de KKT.
Sin embargo, para x = (3,2) se obtienes Z = {1,2,4}. Los tres gradientes no son linealmente independientes, luego  no
es regular y no se puede estudiar utilizando condiciones de KKT. En este ejemplo, un estudio més profundo (no descrito
acd) permite decir que la cuarta desigualdad se puede suprimir sin alterar el conjunto factible. <

Cuando la funcién objetivo no es cuadrética o cuando alguna de las restricciones no es lineal o afin, al plantear el sistema
de KKT para un Z dado, resulta un sistema de ecuaciones no lineales.

Un sistema de ecuaciones no lineales puede no tener solucion, puede tener una unica solucién, puede tener dos, tres, ...
soluciones

En algunos casos muy sencillos mediante sustituciones adecuadas se puede llegar a una soluciéon analitica exacta. En la
mayoria de los casos es necesario recurrir a algin software para tratar de obtener una solucién.

En Scilab, Matlab, Python, la funcién que permite obtener una solucién aproximada del sistema de ecuaciones no lineales,
es fsolve. En R la funciéon es nleqslv.

Ejemplo 3.43. Resolver el problema

min f(z1,22) = x% + 2x§ + 3z1x0 + 21

223 423 —1<0

estudiando los diferentes casos para 7.

La funcién f es continua, el conjunto factible es cerrado y acotado (es una elipse y su interior). Luego existe minimizador
global.

=90

21’1 + 31’2 +1 _ 0
3.’E1 + 4$2 o 0
Entonces = = (4, —3), punto no factible. Luego la opcién Z = @) no sirve.

7=1{1}

211 + 319 + 1 L 4z, | |0
311 + 4ao 2, ] |0
203 + 25 -1=0
Hay 3 ecuaciones con 3 incognitas. Este sistema se puede escribir como
F(x1,22,u) = (2x1 + 3z2 + 1 4 4uxy, 3z + 4xy + 2uxs, 222 + 23 — 1) = (0,0,0)
En Scilab se puede definir la funcién con un pardmetro, un vector de 3 componentes que devuelve un vector columna 3 x 1.

function fx = fkkt(xu)

x1 = xu(1)
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x2 xu(2)

xu(3)

e
]

fx = zeros(3,1)

fx(1) = 2xx1 + 3*x2 + 1 + 4*xu*xxl

fx(2) = 3*x1 + 4%x2 + 2xu*x2

fx(3) 2*x1*x1 + x2*x2 - 1
endfunction

La funcién fsolve tiene dos pardmetros de entrada, el primero es un punto inicial, vector de 3 componentes. El segundo
es la funcién. Por ejemplo,

xu_kkt = fsolve([1 ; 0; 0], fkkt)
Pero es preferible hacer el llamado
[xu_kkt, fx, indic] = fsolve([1l; 0; 0], fkkt)
El tercer resultado, indic, deberia ser 1. Otros valores indican que el método usado por fsolve tuvo problemas durante
la ejecucién.
Para este sistema de ecuaciones no lineales, dependiendo del punto inicial, los resultados pueden ser
I T2 u
0.6032 -0.5217 -0.2657
0.3493 0.8301 -2.7126

-0.6451  0.4094  0.3635
-0.2413 -0.9400 -2.3851

Aparentemente el sistema tiene 4 soluciones. Unicamente la tercera sirve,

z1 = —0.6451
zo = 0.4094 o

3.3.2 Lagrangiano

Si las funciones g;,i ¢ Z también son diferenciables en Z, y si se considera que los u; correspondientes son nulos, la
admisibilidad y las condiciones necesarias de KKT se pueden escribir asi:

gi(x) < 0, i=1,...m (3.7
@+ wg@ = 0 (3.8)
i=1
u, > 0, 1=1,....m
wigi(z) = 0, i=1,...,m. (3.9)

La primera condicién que debe cumplir un punto z para tratar de ser minimizador, es la de ser admisible, o sea, cumplir to-
das las restricciones ¢;(Z) < 0. Estas condiciones se conocen también con el nombre de condiciones de factibilidad
principal o “primal” (con frecuencia se utiliza en espafiol técnico la palabra “primal”, aunque puede ser un anglicismo).
La existencia de u; > 0, tales que f'(Z) + > w;g.(Z) = 0, se conoce con el nombre de condiciones de factibilidad dual
. Las condiciones (3.9)) w;¢;(Z) = 0 se conocen con el nombre de condiciones de holgura complementaria.

Si g(Z) denota el vector columna [g1(Z) g2(Z) ... gm(Z)]", ¢'(Z) denota la matriz nxm cuyas columnas son los gradientes
91(Z), 95(Z),..., g, (Z), y teniendo en cuenta que u"g(Z) es suma de nimeros no positivos, entonces la admisibilidad y las
condiciones necesarias de KKT se pueden escribir

S
Y,
o o o o

IS
<
oumY
)

I
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Introduciendo la funcién lagrangiana, o simplemente el lagrangiano, funcién de n 4+ m variables x1, ..., Tn, U1, ..., U,
m
L(z,u) = f(2)+ Y wigi(x) = f(x) + u"g(x), (3.10)
i=1

y denotando por £, (Z, u) las componentes del gradiente £'(Z, u) correspondientes a las derivadas parciales de £ con respecto
a las variables x;, y de manera andloga L (Z,u), entonces la admisibilidad y las condiciones de KKT se expresan

L (z,u) < 0
L(Z,u) 0

u > 0

u Ll (z,u) = 0.

Los coeficientes u; se conocen con el nombre de coeficientes de KKT o coeficientes de Lagrange. Un punto que
cumple las condiciones necesarias de KKT se llama un punto de KKT.

Proposicion 3.16. Condiciones suficientes para el PMD. Si el punto T cumple las condiciones necesarias de KKT para el
PMD y ademds [ es conveza y el conjunto admisible es un conjunto convezro (problema de optimizacion conveza), entonces
T es un minimizador global del PMD.

Hay condiciones suficientes menos exigentes en las cuales no se requiere convexidad, basta con seudoconvexidad de f y
cuasiconvexidad de las funciones g; activas (ver Baz08, p. 195).

Ejemplo 3.44. Counsidere & = (1,3) para el siguiente problema:

min f(z) = (21 —3)% + (23 — 2)?
xf —x2+2 < 0
—xr1 < 0
—x2+5/2 < 0

El punto Z es factible, Z = {1}, f, g1 son diferenciables, g» y g3 son continuas. El punto es regular ya que el conjunto
formado por el gradiente ¢} (Z) =[2 — 1] es linealmente independiente. El sistema f'(Z) + u14}(Z) =0,

2] e ]

tiene solucién, u; = 2, luego el punto cumple las condiciones de KKT (de primer orden). La funcién f es convexa ya que
su matriz hessiana es definida positiva.
2 0
1" _

De manera andloga, las funciones g; son convexas, luego el conjunto factible es convexo, y se concluye que el punto Z es
minimizador global. <

Ejemplo 3.45. Considere Z = (1, 1) para el siguiente problema:

min f(z) = cosxi + exp(xy + x2)
2 — Tr1 — To S 0
i +a5 -2 < 0.

Obviamente este punto es minimizador global puesto que es el Uinico punto admisible. Sin embargo, no es un punto de
KKT (no es regular), luego no cumple condiciones suficientes. <
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3.4 Problemas con desigualdades e igualdades

min f(x) (PMDI)
g1(z) <0
g2(r) <0
hl (x) =0
hg(ﬂ?) =0
hs(x) =0

Para el PMDI (problema de minimizacién con desiguladades e igualdades), sea p = m + s, es decir, p es el nimero de
desigualdades activas, m, més el nimero de igualdades.

Definicién 3.9. Un punto Z admisible para el PMDI tal que: g; es diferenciable en Z para ¢ € Z , h; es diferenciable en
T para todo j , se llama regular si los gradientes g;(z) con i € Ty h}(Z), Vj son linealmente independientes, o si p = 0,
osea,siZ=0ys=0.

Proposicién 3.17. Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker para el PMDI. Sea T tal que:
T es un punto admisible del PMDI,
f es diferenciable en T,
g; es diferenciable en T para i € L,
h; es diferenciable en T para todo j,
gi es continua en T para it ¢ I, y
T es reqular.
Si T es un minimizador local del PMDI, entonces existen escalares u;, ¢ € L, v;Vj tales que:

F1(@) + wigi(@) + Y vhl(z) =0, (3.11)
= j=1
u; >0, 1€Z

Ejemplo 3.46. Considere & = (1,3) para el siguiente problema:

min f(z) = (z1—3)%+ (22 —2)?
—T1 S 0
—1y+5/2 < 0
—2i 4+ 1 —2 = 0.

El punto Z es factible, Z = (), f, hy son diferenciables en Z, g1, g2 son continuas en Z, el conjunto formado por el gradiente

b} (Z) = [-2 1] es linealmente independiente, o sea, T es regular.
"% (= : /= —4 -9 0
F'(@) 4+ 3 wigi(®) + 3 vih; (@) = [ 2 ] + 1 { 1 } - [ 0 ]
i€T j=1
entonces
vy = —2.

Luego Z = (1, 3) es buen candidato a minimizador local. <

Ejemplo 3.47. Considere Z = (1/2/2,5/2) para el siguiente problema:

min f(z) = (z; —3)%+ (2 —2)?
—xr1 < 0
—z2+5/2 < 0
—2id -2 = 0.
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El punto Z es factible, Z = {2}, f, g2, h1 son diferenciables en Z, g1 es continua en Z, el conjunto formado por los gradientes
() =[0 — 17, b} (%) = [-v2 1] es linealmente independiente, o sea, Z es regular.

| e[ e [R5

Uy =2-3vV2#0, v =1-3V2

Luego Z = (v/2/2,5/2) no es minimizador local. <&

entonces

De manera andloga a los problemas con desigualdades, para saber si un punto Z admisible es punto de KKT, se debe
resolver un problema de la forma
A [ Y ] — b
v

y > 0

donde A es una matriz n X p, siendo p = m + s, m el nimero de desigualdades saturadas; b = —f'(Z) ; y es el vector
columna m X 1 compuesto por las variables u;,i € Z ; v el vector columna s x 1 compuesto por las variables v; ; las
columnas de A son los gradientes de las desigualdades activas y de las igualdades evaluados en . Como T es regular,
entonces las columnas de A son linealmente independientes, luego rango(A) =p =m + s < n.

Am:b

Es necesario resolver el sistema

y ver si hay solucién tal que y > 0.
Ma3s precisamente:
1) Construir la matriz ampliada A = [A b] de tamafio n x (p + 1).

2) Convertirla, mediante operaciones elementales por filas, en una matriz

~ Im 0 c
A= 0 I, e |,
0 0 d

donde ¢ es un vector columna m X 1, e es un vector columna s x 1, d es un vector columna (n — m — s) x 1, es decir, se
obtiene el siguiente sistema equivalente

In O
0 I {y}: e |,
o o |L" d
o0 sea,
Iy = ¢
Liv = e
Oy+0v = d

El paso 2) siempre es posible puesto que las columnas de A son linealmente independientes.

3) Sid # 0 el sistema A { g } = b no tiene solucién y el punto Z no es minimizador local. Si d = 0 el sistema tiene como
Unica solucién y = ¢, v =e.
4) Siy=c >0 el punto z es punto de KKT. Si y = ¢ # 0, entonces Z no es minimizador local.

Ejemplo 3.48. Considere T = (1,1, 1, 1) para el siguiente problema:

min f(x) = 23 + 323 + 22 + 22

(x1 —4)* + a5+ 22 +a5 15
1—xo

Ty + 229 +3x3 +4x4 — 10 =
T1+ 22+ 23+ 734 — 4

INIA
© o o o
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El punto Z es factible, Z = {2}, f, g2, h1, he son diferenciables en &, g; es continua en Z, el conjunto formado por los
gradientes

g@ = [0 -1 0 0],
hi(z) = [ 1 34 7,
Wz = [ 1 1 1 1]

es linealmente independiente. El gradiente de f es f/(Z [2 6 2 2]". El problema que hay que resolver es el siguiente:

[
[
[
) =
-2
] n _6

0 1 1
-1 2 1 -
03 1|2 T | -2
04 1|L"™ —2
y = 0,
donde y; = us.
Se construye la matriz ampliada
0 1 1 -2
-1 2 1 -6
0o 3 1 -2
0 4 1 =2
Por medio de operaciones elementales sobre las filas se llega a
1 0 0 4
0O 1 0 O
0o o0 1 =2}’
0o 0 0 O

lo cual indica primero, que el sistema si tiene solucién, y, segundo, que y, una parte de la solucién, tiene todas sus
componentes no negativas: us = y; = 4, luego = es punto de KKT. &

Si las funciones g;,i ¢ Z también son diferenciables en T, y si se considera que los u; correspondientes son nulos, la
admisibilidad y las condiciones necesarias de KKT se pueden escribir asi:

gi(i‘) < 0, 2=1,....m
h;(z)

"(z +Zulgla‘c +Zvjh’ ) = 0

8l

= 0, j57=1..s

u, > 0, 21=1,...m

w;gi(Z) = 0, i=1,..,m.
Si g(Z) denota el vector columna [g1(Z) g2(Z) ... gm(Z)]*, ¢’(Z) denota la matriz n X m cuyas columnas son los gradientes
g1(z), g5(Z),..., g, (Z), h(Z) denota el vector columna [h1(Z) ho(Z) ... hs(Z)]*, h'(Z) denota la matriz n x I cuyas columnas

son los gradientes h(Z), h%(Z),..., hL(Z), entonces la admisibilidad y las condiciones necesarias de KKT se pueden escribir

9() < 0 (3.12)
hzZ) = 0 (3.13)

(@) +d@u+h' () = 0 (3.14)
u > 0 (3.15)

uTg(z) = 0. (3.16)

Utilicemos la funcién lagrangiana, o simplemente el lagrangiano, funcién de n+m + s variables x1, ..., Tn, U1, ..., Uy, V1, -ery
vg, definida por:

Llaun) = f@)+ Y uige) + Y vihs(2) (3.17)
i=1 j=1

= f(2) +utg(x) + vTh(z).
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Denotemos por L, (Z,u,v) las componentes del gradiente del lagrangiano £'(Z, u, v) correspondientes a las derivadas par-
ciales de L con respecto a las variables z;, y de manera analoga L] (Z,u,v) y £ (Z,u,v). Entonces la admisibilidad y las
condiciones de KKT se expresan asf :

L (T,u,v) < 0 (3.18)

L (Z,u,v) = 0 (3.19)
L(z,uv) = 0 (3.20)

uw > 0 (3.21)

u Ll (Z,u,v) = 0. (3.22)

El enunciado de la proposicién (3.16f), sigue siendo vélido para problemas con desigualdades e igualdades. Si el punto T
cumple las condiciones necesarias de KKT para el PMDI y ademds f es convexa y el conjunto admisible es un conjunto
convexo (problema de optimizacion convezxa), entonces T es un minimizador global del PMDI.

Ejemplo 3.49. Considere Z = (1,3) para el siguiente problema:

min f(z) = (z; —3)%+ (2 —2)?
—x1+1 < 0
—z9+5/2 < 0
—224as—-2 = 0.
El punto Z es factible y cumple condiciones necesarias de KKT, u; = 0, v; = —2, luego es candidato a minimizador local.

Por otro lado, f es convexa, pero el conjunto factible no es convexo. Las unicas igualdades que dan lugar a conjuntos
convexos son las que determinan un hiperplano; en este ejemplo la igualdad —z? 4+ x5 — 2 = 0, no determina un convexo.
Luego el conjunto factible no es convexo, luego no se cumplen las condiciones suficientes y no se puede afirmar que el punto
sea maximizador global. Para saber si es minimizador es necesario hacer un estudio diferente. <

Ejemplo 3.50. Cousidere & = (1,3) para el siguiente problema:

minf(a) = (o1 —3)?+a}
ri—12+2 < 0
3%‘1 — T2 = 0.
El punto Z es factible y cumple condiciones necesarias de KKT, u; = 14, v; = —8 f es convexa, y el conjunto factible es

convexo, luego (1, 3) es minimizador global. <

Ejemplo 3.51. Resolver, utilizando condiciones de KKT, el siguiente problema:

min f(z) = (21 -3)°+ (22— 2)°
—x1 < 0
—z2+5/2 < 0
—234+x3-2 = 0.

En este ejemplo el conjunto admisible X es no acotado y cerrado (pues es interseccién de cerrados), la funcién f es continua
y coercitiva, entonces el PMDI tiene por lo menos un minimizador global. Sea Z un punto admisible. Como no se sabe
exactamente qué punto es, entonces es necesario estudiar todas las posibilidades. Estas se pueden agrupar en funcién de
las posibilidades de Z: Z=0, Z = {1}, Z={2}, 7T ={1,2}.

) IT=0: s
1@+ L@+ S we = [ 3025 | +n [ 3] -

i€l

Como se tiene que cumplir la igualdad, entonces
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De donde
2(5?1 - 3) —2v1x1
2@'% +v; =
Reemplazando v; = —272,
2(z; —3)+473 = 0
2223 4+7,-3) = 0
(1 —1)(223 + 2%, +3) = 0

El polinomio cuadratico no tiene raices reales ya que su discriminante vale —20, entonces:

71 = 1
o = 3
v = —2.

Entonces la suposicién Z = ) da lugar a un sistema consistente, = (1, 3), factible. Como no hay desigualdades, T es un
punto de KKT.

ii) Z={1}: como estd activa la primera desigualdad y se cumple la igualdad, entonces:

—-x =

—Z% 4 Ty — 2

Luego Zo = 2, es decir, la suposicién Z = {1} conduce al punto & = (0,2) que no es realizable.
ili) Z={2}: como estd activa la segunda desigualdad y se cumple la igualdad, entonces:
—Z2+5/2 =
—Ti T2 =
Luego Zo = 5/2, &1 = +£1/2/2, es decir, la suposicién T = {2} conduce, o bien al punto z = (—v/2/2,5/2) que no es

admisible (incumple la primera desigualdad), o bien al punto # = (v/2/2,5/2) que si es factible. Para este punto las
condiciones de KKT dan:

— 4585786 0 ~1414214] [0
e [ e ] - )

Entonces us = —2.2426407, v; = —3.2426407, luego T no es punto de KKT.
iv) Z={1,2}: como estdn activas la primera y la segunda desigualdad y se cumple la igualdad, entonces:
-7 =

—i‘g+5/2
—73 4+ Ty — 2

Pero no existe ningin punto que cumpla las tres igualdades.

En resumen, hay un solo punto que cumple condiciones necesarias de KKT, y como existe por lo menos un minimizador
global, entonces este punto Z = (1, 3) debe ser el minimizador global. <

3.5 Condiciones de segundo orden

Asi como para puntos interiores hay condiciones necesarias (... y hessiana semidefinida positiva) y condiciones suficientes
de segundo orden (... y hessiana definida positiva), es decir, que utilizan derivadas parciales de segundo orden, también
hay condiciones de segundo orden para puntos no interiores. La diferencia principal consiste en que no se exige que la
hessiana sea semidefinida positiva en todo R™, sino en un subespacio o en un subconjunto.



60 CAPITULO 3. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD 60

3.5.1 Generalidades

Si Z es un punto de KKT y se trata de un problema de optimizaciéon convexa, entonces T es minimizador global. No se
necesita estudiar las condiciones de segundo orden.

Las condiciones necesarias de segundo orden y las condiciones suficientes de segundo orden se aplican a puntos que cumplen
condiciones necesarias de KKT, es decir, para puntos factibles para los que se puede aplicar el teorema de KKT (continuidad,
diferenciabilidad, regularidad, ... ) y ademds cumplen las condiciones de KKT. Se requiere también doble diferenciabilidad.

En resumen los requerimientos para poder usar los teoremas de condiciones necesarias de segundo orden o de condiciones
suficientes de segundo orden son:

Z es punto de KKT, @, v son sus coeficientes (3.23a)
f. gi,i€Z, hj,¥j son doblemente diferenciables (3.23b)

Para un = que cumple lo anterior, se define el hessiano del lagrangiano restringido a las variables z asi:

Low =L = L(7,0,0) = f(@) + Y wig) (@) + Y _9;h](z) (3.24)
j=1

i€l

Para Z, un punto de KKT, una desigualdad activa, g;(z) < 0, es fuertemente activa si 4; > 0. La desigualdad es
débilmente activa si u; = 0. Conjuntos de indices de desigualdades activas, fuertemente activas, débilmente activas:

I(Z) =T ={i:g(z)=0} (3.25)
TN (@) =TI ={ieT:u >0} (3.26)
%z) =1 ={i €T :u; =0} (3.27)

Sea M la matriz cuyas filas son los gradientes de las desigualdades activas y los gradientes de las igualdades. Sea M la
matriz cuyas filas son los gradientes de las desigualdades fuertemente activas y los gradientes de las igualdades. Sea D la
matriz cuyas filas son los gradientes de las desigualdades débilmente activas.

_|ei@)", i€l
M = [h;(xﬁ v; } (3.28)
- Jgl(@)", ieIt
1= [ T o2
D = [g)(z)", i € T°] (3.30)

El espacio tangente 7T es el espacio nulo de la matriz M. El espacio T es el espacio nulo de la matriz M. El cono C es el
conjunto definido por Dz < 0.

T = Ny (3:31)
T=Nyg (3.32)
C ={rcR"™ : Dz <0} (3.33)

Los tres conjuntos son conos convexos, los dos primeros también son subespacios vectoriales. Si una de esas matrices no
tiene filas, obviamente el conjunto correspondiente es todo R™.

El significado de T puede tener la siguiente interpretacién geométrica en R? (o en R?): Si Z estd en la frontera de X, y
si se puede construir un plano tangente a la superficie en Z o una tnica recta tangente, el espacio tangente es un plano (o
una recta) que pasa por el origen y es paralelo al plano tangente (o a la recta tangente).

Ejemplo 3.52. Sean: X en R? definido por dos desigualdades

(r1 +1)2+23-25 <
—x1 —x2 <

)

Z = (2,4). El conjunto X es un pedazo de circulo. La recta tangente a X en el punto = (2,4) es

R={(y1,y2): 3y1 + 4y = 22}
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El espacio tangente es la recta paralela a R que pasa por el origen:

T ={(y1,92): 3y1 +4y2 = 0}.

Si se considera Z = (1,3), el espacio tangente es todo R2. Si se considera # = (—4,4), no se puede construir “la recta
tangente” a X en (—4,4). El espacio tangente es 7 = {(0,0)}. <

Ejemplo 3.53. Sean: X en R? definido por
v +as 423 —-20 < 0,
y el punto T = (2,0,4). Por razonamientos geométricos, el plano tangente a X en T es
P ={(y1,y2,y3) : y1 + 2y3 = 10}.
El espacio tangente es el plano paralelo a P que pasa por el origen:

T ={(y1,y2,93): y1 +2y3 =0}. ©

Se puede obtener directamente a partir de la matriz M

M=1[4 0 8
Ejemplo 3.54. Sean: X en R? definido por
o +ai+ai-20 <0,
I +2Z2+3C€3714 = O,

y el punto T = (2,0,4). Por razonamientos geométricos, la recta tangente a X, en T es

R=1{(2,0,4) +t(—4,-1,2): t € R}.

El espacio tangente es la recta paralela a R que pasa por el origen:
T = {t(—4,-1,2): t e R}.

Obtenido a partir de M:

Su escalonada reducida es

10 2
EM[O 1 1/2}

Una base de Ny estd formada por un vector, por ejemplo,

-2
vl = | —1/2
1
Obviamente
gen(v') =T ©

Se estd suponiendo que Z es regular, entonces las filas de M y de M son linealmente independientes. Si

nf(M) = n, entonces T = {0}
nf(M) = n, entonces T = {0}

Recuérdese que cualquier matriz simétrica es definida positiva, semidefinida positiva, definida negativa, semidefinida nega-
tiva en {0}.
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Para un punto de KKT, el cono critico K = K(Z) es:

K={deR": gj(z)"d=0,icI", gj(2)"d <0,icI’ hj(z)"d=0,Vj} (3.34)
K=TnC
Por definicién,
TCT
KCT
KccC
TCKCT

Obviamente, si no hay desigualdades débilmente activas, entonces M =M, T =T, K=T =T.

Si hay desigualdades débilmente activas,

TCKGT (3.35)

A manera de ilustracién, en R3, si hay dos desigualdades activas y no hay igualdades, entonces M tiene dos filas indepen-
dientes, T es una recta que pasa por el origen. Si una de las desigualdades es débilmente activa, M tiene una sola fila, T
es un plano que pasa por el origen, C' es un semiespacio cuya frontera (un plano) pasa por el origen y K es un semiplano
(contenido en 7~') cuya frontera, 7, pasa por el origen.

3.5.2 Condiciones de segundo orden, Z° = ()

Proposicién 3.18. Condiciones necesarias de segundo orden, CN20. Sea T que cumple (3.23), Z° = (. Si 7 es
minimizador local, entonces

L! es semidefinida positiva en T. (3.36)
Proposicién 3.19. Condiciones suficientes de segundo orden, CS20. Sea T que cumple (3.23)), Z° = 0. Si

L! es definida positiva en T =T, (3.37)
entonces T es minimizador local estricto.
Obviamente, si L7 es semidefinida positiva (en todo R™), entonces Z cumple CN20.

As{ mismo, si £ es definida positiva, entonces Z cumple CS20.

Si & cumple CN20 y no cumple CS20, sin usar otros razonamientos, no se puede decir si T es o no es minimizador local.

3.5.3 Condiciones de segundo orden, Z° # ()

Proposicién 3.20. Condiciones necesarias de segundo orden débiles, CN2D. Sea T que cumple (3.23)). Si T es
minimizador local, entonces

LY es semidefinida positiva en T (3.38)

Proposicién 3.21. Condiciones necesarias de segundo orden fuertes, CN2F. Sea T que cumple (3.23). Si T es
minimizador local, entonces

LY es semidefinida positiva en K. (3.39)
Proposicion 3.22. Condiciones suficientes de segundo orden débiles, CS2D. Sea T que cumple (3.23)). Si
L! es definida positiva en K, (3.40)

entonces T es minimizador local estricto.
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Proposicién 3.23. Condiciones suficientes de segundo orden fuertes, CS2F. Seca T que cumple (3.23)). Si
L es definida positiva en T, (3.41)

entonces T es minimizador local estricto.

De nuevo, si L es semidefinida positiva (en todo R™), entonces Z cumple CN2D y CN2F.
As{ mismo, si £ es definida positiva, entonces T cumple CS2D y CS2F.

También, si L7 es definida negativa, no puede ser semidefinida positiva en T, salvo si T = {0}. En este caso también es
definida positiva en 7.

Lo ideal seria tener condiciones de segundo orden que fueran al mismo tiempo necesarias y suficientes. Ninguna de las
anteriores lo es. Tampoco hay condiciones necesarias y suficientes de aplicacion relativamente facil.

Dado lo anterior, lo deseable es tener condiciones necesarias de segundo orden fuertes y condiciones suficientes de segundo
orden débiles. Asi el espacio entre las necesarias y las suficientes es mas pequeno.

Si & cumple CN2F y no cumple CS2D, sin usar otros razonamientos, no se puede decir si Z es 0 no es minimizador local.

El teorema CN2F es més fuerte que CN2D. Entonces nace la pregunta, jpara qué sirve el teorema CN2D? El interés de
presentar los dos teoremas es simplemente que la aplicacién del teorema CN2D es mas sencilla.

De manera anéloga, el teorema CS2D es mas débil que CS2F. Entonces nace la pregunta, ;jpara qué sirve el teorema CS2F?
El interés de presentar los dos teoremas es simplemente que la aplicacién del teorema CS2F es mds sencilla.

Sea z un punto de KKT con Z° # (). El proceso para tratar de saber si es o no es minimizador puede ser el siguiente:
i. Si & no cumple CN2D, entonces Z no es minimizador local.

ii. Si Z cumple CN2D pero no cumple CN2F, entonces Z no es minimizador local.

iii. Si Z cumple CS2F, entonces T es minimizador local estricto.

iv. Si Z no cumple CS2F pero cumple CS2D, entonces T es minimizador local estricto.

v. Si  cumple CN2F y no cumple CS2D, entonces, a partir de lo estudiado, no se sabe si Z es 0 no es minimizador local.

Dado que las condiciones de més facil aplicaciéon son CN2D y CS2F, el proceso puede ser:

1. Si  no cumple CN2D, entonces T no es minimizador local.
2. Si z cumple CS2F, entonces & es minimizador local estricto.

3. Si & cumple CN2D, pero no cumple CS2F, entonces, a partir de lo estudiado, no se sabe si  es 0 no es minimizador
local.

Ejemplo 3.55. Considere = (0,0, 0) para el siguiente problema:

. 1
min f (21, xg, 73) = 27 — x5 + g(fs -1)°

—6 —x1 — 22 — T3

INIA
o

—I3

El punto Z es factible; Z = {2}; f, g2 son diferenciables en Z; g1 es continua en Z; el conjunto formado por el gradiente

g5(Z) =[0 0 —1]" es linealmente independiente, o sea, T es regular.
0 0 0
0 | 4+ uo 0 = 0,
1 -1 0

UQZL
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luego = = (0,0,0) es un punto de KKT.

2 0 0 0 0 0
£lo= 0 -2 0/|+1]0 0 0
0 0 -2 000
2 0 0]
= 0 -2 0
0 0 -2
T = {(Wi.y2,93): —ys3 =0}

L” no es semidefinida positiva, pero podria ser semidefinida positiva en 7. Una base de este subespacio puede ser el
conjunto formado por los vectores [1 0 0], [0 1 0]", luego

1 0
B = 0o 11|,

1 0 0
- 2 0 0 1 0
B'L/B = (1) (1) 8 ] 0 -2 0 0 1
L 0 0 —2 0 0
[ 2 0 . . .

= 0 _9 no es semidefinida positiva,

luego T no cumple CN20, entonces no es minimizador local ni global. <
Ejemplo 3.56. Counsidere & = (0, 3,0) para el siguiente problema:

min f(x1, 2z, 3) = 23 — 3 —|—x§

—Xo

IAIA

£U2—3

El punto Z es factible; Z = {2}; f, g2 son diferenciables en Z; gy es continua en Z; el conjunto formado por el gradiente
g5(Z) =0 1 0] es linealmente independiente, o sea, Z es regular.

0 0 0
—6 | + ue 1 = 0|,
0 0 0
UQ=6.
Luego Z = (0,3,0) es un punto de KKT.
[ 2 0 0] 0 0 O
Ll = 0 -2 0|+6|0 0 0
|0 0 2 | 00 0
2 0 0]
= 0 -2 0|,
|0 0 2 |
T = {(y1,y2,9y3): y2 =0}

L no es semidefinida positiva, pero podria ser semidefinida positiva en 7. Una base de este subespacio puede ser el
conjunto formado por los vectores [1 0 0]%, [0 0 1]", luego

10
B = 0 0|,
| 0 1
- 2 00 10
B'L!B = (1) 8 (1)] 0 -2 0 0 0
- 0 0 2 0 1
= g (2) } es definida positiva.
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Entonces Z cumple condiciones necesarias de segundo orden, CN20. M4s atin, no hay desigualdades débilmente activas,
entonces M = M, T = T. En consecuencia, £ es definida positiva en T, es decir, = (0,3,0) cumple condiciones
suficientes CS20 y es minimizador local estricto. <

Ejemplo 3.57. Considere & = (0,0, 0) para el siguiente problema:
minf(:ﬂl, CEQ,.T:;) = ’JJ% - l‘% + .’E%
o (1‘2 — 3) S 0

El punto Z es factible; Z = {1}; f, g1 son diferenciables en Z; el conjunto formado por el gradiente ¢1(z) =[0 —3 0]*
es linealmente independiente, o sea, T es regular.

0 0 0
Ol +uw | -3 |=1]01,
0 0 0
Uy =
Luego z = (0,0,0) es un punto de KKT.
[2 0 0] 0 00
Ll = 0 -2 0[+0]0 2 0
|0 0 2] 0 00
. 0
= 0o -2 0|,
|0 0 2]
M = [0 =3 0

T = {(w1,y2,y3): —3y2 =0}.

L” no es semidefinida positiva, pero podria ser semidefinida positiva en 7. Una base de este subespacio puede ser el
conjunto formado por los vectores [I 0 0]", [0 0 1]", luego

1 0
B = 0 0|,
| 0 1
- 2 00 1 0
B"L!B = é 8 (1)] 0 -2 0 00
- 0o 0 2 0 1
= (2) g } es definida positiva.

Entonces T cumple condiciones necesarias de segundo orden, CN20. Como la fila de M corresponde a un desigualdad
débilmente activa, entonces M no tiene filas, 7 = R®. En consecuencia, L” no es definida positiva en T, es decir,
Z = (0,3,0) no cumple condiciones suficientes CS20. Entonces con la teorfa utilizada solo podemos decir que Z es un buen
candidato a minizador local.

La pregunta pendiente es: ;L2 es semidefinida positiva en K?

D= [0 -3 0}

K=TNC={deR®: —3dy <0} ={d € R®:dy >0}
En este ejemplo sencillisimo, d = (0,1,0) € K, d"LY d = —2, es decir LY no es semidefinida positiva en K, o sea, T = (0,0, 0)
no es minimizador local.

En este ejemplo muy ficil, para ¢ > 0, el punto x = (0,¢,0) es factible, muy cercano a = (0,0,0), y mejor que &, ya que
f(z) = —€? < f(z) = 0. Confirmacién de que (0,0,0) no es minimizador local.

Observacion final, el conjunto factible de este problema es exactamente el mismo del ejemplo anterior, salvo que escrito
con una sola desigualdad, més sencillo, pero no es lineal, menos sencillo. <

Ejemplo 3.58. En este ejemplo estd el desarrollo, medio intuitivo, medio grafico, del estudio de las caracteristicas de una
matriz 2 X 2 en un cono que no sea subespacio. Averiguar si H es semidefinida o definida positiva en el cono K, donde

2 -3

I‘I_|:_3 3:|, K:{d€R2:_d1_4d2§0, _le_d2§0}
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Una matriz M simétrica definida negativa tinicamente puede ser semidefinida positiva en el conjunto {0}. Una matriz
indefinida es semidefinida positiva en un conjunto mas grande que {0}.

La matriz H es indefinida. Sea S el conjunto de puntos para los cuales £THz > 0. En términos de subconjuntos, la

pregunta es

Empecemos por lo facil. Para este ejemplo, K es la interseccién de dos semiplanos. Es el conjunto comprendido entre dos

semirrectas que arrancan del origen.

S
% SRS AGORS
RBROERR

ST
SRR
AR

La frontera de K estd formada por la semirrecta {t(4, —1) : ¢ > 0} y por la semirrecta {t(—1,2) : t > 0}.
Ahora pasemos a averiguar por la forma de S. En la siguiente grafica estdn dibujados muchos puntos de S, es decir,

cumplen " Hz > 0. Fueron escogidos aleatoriamente.

Se intuye que este conjunto S es un cono no convexo, estd formado por dos conos convexos.

Para tener mas informacién precisa sobre .S es necesario calcular valores propios y vectores propios y ademas, ver apéndice,
dos vectores u! y u? que definen las rectas que forman las frontera de S.
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—0.5413813
(—0.9650552, —0.4078803)
(0.5609848, 0.8848695)

5.5413813
v! = (1.1804604, 1)
v? = (—0.8471271, 1)

1
2

A1
A2

U
u
t € R} forman la frontera de S. El vector prop
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conjunto formado por el vector [I — 1]*, luego
1
5= ]
BB = [ 1 1]{3 _SH_”

= 0, matriz semidefinida positiva.

Luego z cumple CN2D. La desigualdad activa es débilmente activa, luego m+ = 0, p* = 0, M no tiene filas, T = R2.
Como £L! no es definida positiva en R?, entonces Z no cumple CS2F. En resumen, utilizando lo anterior, el camino facil,
se puede decir que Z es un buen candidato a minimizador local.

Sin embargo, realmente no es minimizador local ya que un punto de la forma (0,¢), con € > 0, es admisible, mejor que Z
y estd muy cerca de él.

Las condiciones necesarias fuertes, CN2F, en este caso muy sencillo, dan més informacion:

T =R?
C={(d1,d2) : =d1 —dp < 0}
K=C
d=(0,1)e K
d*Lld = —2

Es decir, £ no es semidefinida positiva en K, luego Z no cumple CN2F, luego no es minimizador local. Otro razonamineto
alterno es el siguiente, una matriz indefinida nunca es semidefinida positiva en un semiespacio. Ver apéndice. <

Ejemplo 3.60.

min f(z1,29) = x% + 1.5:10% —3z179 + 221 + 10
—x1 — 4z 4+ 10 < =0
—2x1 — 220+ 6 < -0
3x1 + 522 —23 <0

Estudiar el punto z = (2,2)

El punto Z es factible, Z = {1,2}. Se cumplen las condiciones de diferenciabilidad y continuidad. Los gradientes de las
desigualdades activas son:

[—1] -2

| —4 | -1

son linealmente independientes, luego Z es regular y se puede utilizar el teorema de KKT.

o]+ 5] ee [5] = Lo

La solucién es u; = 0y us = 0. Es decir  es un punto de KKT, candidato a minimizador local.

Condiciones de segundo orden

Entonces T cumple CN2D y no cumple CS2F. Segtn lo anterior es un mejor candidato a minimizador local.

K={dcR?: —dy —4dy <0, —2d; —dy <0}
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Es necesario estudiar £ en K. Esto ya se hizo en un ejemplo anterior, el resultado fue £/ no es semidefinida positiva en
K, luego & no es minimizador local.

Por otro lado f(Z) = 12. Sea x = (2.2,2.1) cercano a T. Se puede verificar que x es factible y ademds f(x) = 11.995. Es
decir x es cercano a T y es mejor que . Luego Z no es minimizador local. <

Ejemplo 3.61. Estudiando todos los casos posibles para Z, resolver el problema:
min f(z1,22) = 23 — 81 — 23 + 627
—3x1 — 415, +19<0

21+ 22— 11 <0
1+ 322 —13 <0

Hay 8 casos posibles para Z: 0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

Z=10: 2= (4,3) factible. Para este punto Z = {2, 3}.

Z=A{1}: 2= (43/7,1/7) no factible.

T ={2}: z = (4,3) factible, ug = 0, punto de KKT. Para este punto Z = {2, 3}.

T =1{3}: z=(4,3) factible, us3 = 0, punto de KKT. Para este punto Z = {2, 3}.

Z=A{1,2}: z=(5,1) factible, u; = 6/5, ug = 4/5, punto de KKT. Condiciones de segundo orden:

° =9
w2 0
EI_{O 2] no es sdp
-3 —4
=3 )
Ny = {0}
L essdp en Ny, x cumple CN20
M=M

L” esdpen Ny, xcumple CS20

 es minimizador local estricto.

Z={1,3}: z=(1,4) factible, u; = —16/5, uz = —18/5, = no es minimizador local.
T ={2,3} : z = (4,3) factible, us = 0, ug = 0, = es punto de KKT. Condiciones de segundo orden:

7° ={1,2}
o [2 0
Em—_o _2} no es sdp
(2 1
M__l 3]
M=)
21
|13

Salvo equivalencia, las direcciones extremas de K = C son d' = (1,-2) y d®> = (-3,1).

d" cld' = —6
L) mnoessdpen K

x = (4,3) no es minimizador local.

Z ={1,2,3} : el sistema de ecuaciones no tiene solucién.

En resumen, hay un minimizador local. La regién factible es un tridngulo cuyos vértices son (5, 1), (1,4), (4, 3), conjunto
cerrado y acotado, luego hay minimizador global, necesariamente el inico minimizador local : (5,1). <
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Ejemplo 3.62. Problema del productor con funcién de produccién de Cobb-Douglas:

Q = Az

r1 = K = capital
x9 = L = trabajo
a>0

B8>0

Los valores a y 8 son valores fijos que dependen de la tecnologia disponible. @ es la produccién total de un sélo producto.
Sean r y w los precios unitarios del capital y del trabajo y sea ¢ el nivel de produccién deseado. El problema del productor
es:

min f(x1,x2) = 1T + WEe
Az§al = Q (3.42)
1 >0
ZTo > 0
Las restricciones z; > 0 no son como las desigualdades propias de un problema con desigualdades e igualdades. Solamente
seran consideradas cuando sea indispensable.

Consideremos un caso particular:

min f(z1,22) = 3z1 + 5o
120 —10=0
z1 >0
z9 >0

Al plantear condiciones de KKT (o de Lagrange, solamente igualdades) y factibilidad

ol Bl =10

1T — 10=0
Entonces
V1 = 73/1‘2
V1 = —5/331
—3/.%'2 = —5/$1
o = 3%1/5

X xrp = 10
x1 = /50/3 ~ 4.08
To = V6 =~ 2.45

v = —/3/2~ —1.22

El punto Z = (4.08,2.45) cumple condiciones necesarias de primer orden para ser minimizador local. La funcién f es
convexa pero el conjunto factible no es convexo, o sea, no es un problema de optimizacién convexa (luego no se puede
deducir que sea minimizador global).

Condiciones de segundo orden:

s 0 0] 01
R

v 0 —1.22
La= {—1.22 0}
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L no es semidefinida positiva pero podria serlo en T

M = [2.45 4.08]

<[]

B"L'B ~ 36.74

Luego L7 es semifefinida positiva en T, es, decir, Z cumple condiciones necesarias de segundo orden. Ademds, no hay
desigualdades débilmente activas, luego M = M, 7T = T, entonces T cumple condiciones suficientes de segundo orden

(CS20, luego es minimizador local estricto.

En este caso “sencillo” se puede analizar el problema sin tener en cuenta condiciones de segundo orden. El conjunto factible
X es cerrado no acotado, f es continua y coercitiva en X luego hay un minimizador global. Solamente hay un punto que

podria ser minimizador local, el  obtenido, luego necesariamente es minimizador global.
Ejemplo 3.63. Pequena generalizacion:
min f(x1,22) = ra; + was
122 = (¢
1 >0
To >0

Se supone que los datos r, w y ¢ son positivos. Es una generalizacion del ejemplo anterior.

el F

T172 —q =10

Entonces
vy = —r/xs
v = —w/xq
—r/xy = —w/xq
ZTo = rx1/w

r —x1=¢q
w

Condiciones de segundo orden

no es semidefinida positiva

M:[.’Z’Q .fl]
Base de Nyy:
=B /32| |—w/r —w
o= [ =[] [V
3,113
B"L!B = —2virw = 2 rw
q

(3.43)

Luego L es semidefinida positiva en 7. No hay desigualdades débilmente activas, entonces L es definida positiva en T.

Luego Z es minimizador local.

El razonamiento del ejemplo anterior sobre coercitividad es el mismo para este ejemplo, luego T es minimizador global. <
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Ejemplo 3.64.

min f(z1,x2) = re; + wre
xTxe =¢q (3.44)
1 >0
To >0

Se supone que los datos r, w, a y ¢ son positivos.

Entonces,
r
U1 = — =
axdtay
w
v = ——
«
Ty
r w
ozx‘f‘_lxg ¢
TX1
Ty = —
wa
ray
(o4 —
Ty — =(
wo
qaw
:E?H =—
r
gawN 1/(a+1)
r1 = \—
r
Ty =g/ ©

Ejemplo 3.65.
min f(x1,x2) = re; + was
a9zl = ¢ (3.45)
1 >0
zo >0

Se supone que los datos r, w, a, 8 y ¢ son positivos. Este problema es equivalente al problema

min f(x1,x2) = re; + was
By = /9 (3.46)
1 >0
xo >0

que es el ejemplo anterior. Si la restriccién es A:E‘fxg = (@), esta es equivalente a x‘faﬁg =Q/A,

EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 10 estudie el problema propuesto, use condiciones necesarias, suficientes y otros argumentos. Encuentre,
si es posible, un punto critico, los puntos criticos, un minimizador, los minimizadores. ;Son estos puntos minimizadores
globales?

3.1. Minimizar f(z1,22,73) = 23 + w223 +325 — 622 — 1023 + 100 en R3.

3.2. Minimizar f(z1,22) = sen (x122) en R?.
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3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.

3.11.

Minimizar f(z1,xs
Minimizar f(z1,xs

Minimizar f

L1, T2

Minimizar f

Z1,T2

Minimizar f(x;

) =
)=
)
)
)
w2) =

(22 — 22)? en R2.

(
(
f(
f(
Minimizar f(x1,z9
f(
Minimizar f(
f(

Minimizar f

(1 — 1)+ %1 + 22 — 229 + 1 en R

23 + 323 + 23 + 311 — 272 + 2 en R2.

rf + 423 + 622 + 23 + 421 — 229 + 2 en R2.
llx1 + llx2 —18z129 + 421 + 4x9 + 142 en R2.

(1 + 22)/ (2 + 23 + 1) en R2.

T1,T2,23) = 203 + x5 + 2% + 1172 + Tox3 — 671 — Tag — 873 + 20 en R3.

x1,T9) = 23 + 22129 — 1021 + 529 + 20 en R2.

Sea z* minimizador global de f en A. Sea B subconjunto de A. Dé condiciones sobre B (por ejemplo, suficientes),

para que exista minimizador global de f en B.

En los ejercicios 12 a 26 estudie el problema propuesto, use condiciones necesarias, suficientes, condiciones de segundo
orden y otros argumentos. Si es posible, estudie todos los casos para Z. Encuentre, si es posible, puntos de KKT. ;Son
estos puntos minimizadores? ;Son minimizadores globales?

3.12.
3.13.
3.14.
3.15.
3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.
3.23.
3.24.
3.25.
3.26.

Minimizar f(z1,22) = 2?7 + 23, sujeto a 3z + 4xg = 12.
Minimizar f(z1,22) = 2?7 + 23, sujeto a 3z + 4xg > 12.
Minimizar f(z1,z2) = 22? + 23, sujeto a 3z1 + 4xy = 12.
Minimizar f(z1,22) = 2?7 + 23, sujeto a 31 + 4xo = 12, 21 < 0.
Minimizar f(z1,22) = 22 + 23, sujeto a 3x1 + 4wy = 12, 21 <0, 23 > 3.
Minimizar f(z1,29) = 22 — 23, sujeto a 3z + 4xg = 12.
Minimizar f(z1,22) = 22 — 23, sujeto a 3z + 4xg > 12.
Minimizar f(z1,2) = 22 — 23, sujeto a 3z; + 4xe < 12, 2 > 0.
Minimizar f(z1,22) = 22 — 23, sujeto a 3z; + 4xe > 12, 2 > 0.
Minimizar f(z) = c"x, sujeto a ||z — al|lz2 = r, con ¢ # 0, r > 0.
Minimizar f(z) = c"x, sujeto a ||z — al|l2 < r, con ¢ # 0, r > 0.
Minimizar f(z1,z2) = 23 + 23, sujeto a 3xq + 4xe = 12.
Minimizar f(z1,29) = 2% + 23, sujeto a 3z + 4ae > 12.
Minimizar f(z1,29) = o5 + 23, sujeto a 3z; + 4xo < 12, 2 > 0.
Minimizar f(z1,29) = 2% + 23, sujeto a 3z; + 4xe > 12, 2 > 0.
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Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales

Realmente el tema principal de este capitulo es sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes contantes,
nombre un poco largo para titulo del capitulo.

4.1 Introduccion

Usualmente una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se escribe de la forma

y = f(z,y)

donde z es la variable independiente, y = y(x) es la variable que depende de x. Algunas veces no hay condicién inicial,
otras veces se tiene una condicidén inicial de la forma

y(zo) = Yo
Un ejemplo sencillo puede ser
y = 2x + 3y

Sus soluciones son de la forma

y=Ce* —2x/3-2/9
Si tuviera la condicién inicial

y(1) =4

serfa necesario calcular el valor de C' en la solucién general,
442/3+2/9

63
y ~ 0.243403445 3* — 22/3 — 2/9

C= ~ 0.243403445

En un sistema de ecuaciones diferenciales hay una variable independiente, generalmente el tiempo ¢ y dos o mas variables
dependientes de ¢, por ejemplo u(t), v(t), .... Para hacerlo mds general, supongamos que hay n variables dependientes,

x1(t), x2(t), ..., T, (t).

Es muy frecuente denotar la derivada con respecto al tiempo con un punto encima de la variable

T . R—R

d.’EZ'
L; = 4.1
b= (4.1)

75
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Asi, un sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir:

Ejemplo 4.1.

Por medio de la siguiente notacion,

x
T2

Tn

T = fl(t7x17$23 5xn)

jj? - f2(t7x1,$2, [RED) xn)

:tn = fn(tvxhx% ceey an)

T =t+x122+5

; 2 2 2
To =17 + a7 + 25

‘?1 fl(tvx)
b x.2 f(t,:p) - f2(t7x)
i fult,2)

El sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir de manera compacta

&= f(t,x)

(4.3)

(4.4)

De manera andloga a las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, hay sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

i‘l = all(t)xl

i‘g = a2y (t)l‘l

Ty = Gp1(t)z1

que se puede escribir de manera compacta

+ap(t)ze + -+ arn(t)zn + g1(t)
+ aga(t)xe + - - + agn(t)zn + g2(t)

+ anQ(t)x2 + -+ ann(t)xn + gn(t)

&= A(t)z + g(t)

donde A(t) es una matriz n x n, cada entrada es una funcién de ¢,

A(t)

y g(t) es el vector columna

Ejemplo 4.2. El sistema de ecuaciones diferenciales del ejemplo (4.1)) no es lineal. El que sigue si lo es.

all(t) alg(t) e aln(t)
agl(t) a2 (t) e agn(t)
i (t) ama(t) - ann(t)
91(t)
2(T
g(t) = ’ ( !
gn(t)

T = tzl‘l + t3.132 +t
&g = 211 + cos(t)

A= |

12 3

2 cos(t)}’ g(t)zm ©

(4.5)

(4.6)
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Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es homogéneo si g(t) = 0,

T = a11<t)$1 + a12(t>$2 —+ -4+ aln(t)xn
T = a91(t)x1 + aga(t)xe + - + agn(t)zy,

T = ap1(O)z1 + an2(t)xe + -+ + apn(t)z,
T=Alt)z (4.7
Cuando todas las funciones a;;(t) y gi(t) son constantes se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

T1 = a2 + a12x2 + -+ a1pTy + b1

Lo = Q2121 + A22%2 + - -+ + A2, Ty + b2

.’bn = anp1T1 + an2T2 + -+ AppTy + b’n

Este tipo de sistemas es el tema principal de este capitulo y, para simplificar, mientras no se diga lo contrario, cuando
se diga sistema de ecuaciones diferenciales se debe sobreentender como sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes, sedlcc.

Ejemplo 4.3.
T1=x1+2x2+x3+4
L.CQ :2x1+3x2+4x3—5

Tr3 =T1 — T3

11 1
A= |2 3 4

10 -1

[ 4
b=|-5

0

Cuando b = 0, se tiene un sistema homogéneo (sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes):

T1 = a11%1 + a12T2 + - - + A1p Ty

To = a21T1 + Q22T2 + - - + A2p Ty,

Tp = Up1T1 + An2T2 + -+ + AppTy

i = Ax (4.9)
Por ejemplo,
ZCl(t) 1 2 -3 xl(t)
.’i‘g (t) = 4 -5 0 To (t)

(1) 16 7| |as(t)



78 CAPITULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 78

Un sistema general de ecuaciones diferenciales (4.4) se llama auténomo si no depende explicitamente de ¢,
z = f(x) (4.10)

Obviamente un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constante es auténomo, pero también hay sistemas no
lineales auténomos.

Ejemplo 4.4. Sistemas auténomos:

.il = T1T2 +5

3 2 2
To = x7 + x5

$1:$1+$2+$3+4
To =211 + 3x9 + 423 — 5

.’iigle—xg

Usualmente un sistema general de ecuaciones diferenciales tiene condiciones iniciales de la forma

z1(to) = 2

X9 (t()) = 1‘8

y de manera compacta

z(ty) = a° (4.11)

Por ejemplo

T1=x1+T0+23+4
To = 2x1 + 329 +4x3 — 5
¢3:$1—$3
2
x(1.2) = |3
4

En el sistema auténomo (4.10)), © = f(z), un punto z* es un punto de equilibrio o punto estacionario o punto fijo si
f(z*)=0. (4.12)

Si la condicién inicial fuera z(tg) = z*, entonces &(t) = 0, es decir, no habrd cambios en z, luego x(t) = z* para todo
t>to.

Un sistema auténomo puede no tener puntos de equilibrio, puede tener uno solo o puede tener varios.
Ejemplo 4.5.

i=ad a3 +1

l"g = T1T — 12

No tiene puntos de equilibrio

i) =a? + a2 —25

j)g = T1Ty — 12
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Tiene cuatro puntos de equilibrio, (3,4), (4,3), (—3,—4) y (—4,-3).
T =221+ 329 — 7
{,.CQ = 41'1 + 5.%‘2 —13

Tiene un tnico punto de equilibrio, z* = (2,1). <

4.2 Resultados generales

Proposicién 4.1. Si z'(t) y 2%(t) son soluciones del sistema homogéneo [4.9) y c € R, entonces

ot (t) + 22 (t)
cxl(t)

también son soluciones de (4.9).

el objetivo serd entonces encontrar n soluciones linealmente independientes x'(t), 22(t), ...

del sistema homogéneo (4.9) se puede escribir

z(t) = crat (t) + co 2 (t) + - + ¢ 2™ (2)

Supongamos que una solucién de es de la forma
z(t) = Mo
entonces,
T = Ne
al remplazar en

Aery = A(eMo)
M = eMAv

v = Av

es decir, v es un vector propio de A asociado al valor propio .

, x"(t) y asf la solucién general

(4.13)

(4.14)

Es importante resaltar que no siempre las soluciones de (4.9) son de la forma (4.14).

En lo que sigue, mientras no se diga lo contrario, se estudiara el sistema de ecuaciones diferenciales

t=Ax+b
z(to) = 2°
y su sistema homogéneo asociado
T = Ax

(4.15)

(4.16)

Se supondra que la matriz A tiene determinante no nulo, asi, hay un tnico punto de equilibrio

" =0
Az*+b=0
Ax* = —b
= —-A"1p

o calculado de manera més eficiente como la solucién del sistema de ecuaciones lineales

Az* =-b

(4.17)

(4.18)
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Sea z9 la solucién general del sistema (4.15]) y 29" la solucién general del sistema homogéneo ([4.16)). Entonces
29 =" + 29" (4.19)

En palabras, la soluciénn general del sistema no homogéneo es igual al punto de equilibrio mas la soluciéon general del
sistema homogéneo.

Ejemplo 4.6.

. [=3 —4] Ll
T3 57T |13
el sistema homogéneo asociado es
T = 3 4 T
1 3 5]
El punto de equilibrio, solucién de Ax = —b, es x* = [1 Q}T . La solucién general del sistema homogéneo (mds adelante

se veran los detalles) es:
-2 —2
gh(1) — —t 3t
29"(t)=cre [ 1:|+82€ [ 3}

v la solucién general del sistema no homogéneo

29(t) = B] +cpet [_ﬂ + eyt [_3,]

Si hay condiciones iniciales, se calcula el valor de las constantes ¢; y c3. Sea

z(0.5) = [_ﬂ

(3)- B 3ol

| “atoomn 1 simr (o] = [

entonces

resulta el sistema de ecuaciones

0.606531  13.445067 | |co
La solucién es:

c;p = 3.297442
co = —0.223130

[y

Entonces

z(t) = H +3.297442 7 [_2} —0.223130 €% [‘;]

1
z1(t) =1 — 6.594885 ¢~ + 0.44626 €'
To(t) = 2+ 3.297443 ¢~ — 0.66939 €3°

Asi, por ejemplo, x2(1) = —10.232006. <

4.3 Representacion grafica de la solucién

consideremos el sistema de n ecuaciones diferenciales

T=Ax+b
z(tg) = 2°.
supongamos que se conoce la solucién y que se desea graficarla para t € [to,t1]. Lo que realmente se hace es dibujar n
graficas, la de x4 (t), la de za(t), ..., la de z,(t) para t variando en el intervalo [tg, t1].
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Ejemplo 4.7.

L9 o2 —6/5
g'c:E -1 =21 21| z+ | 11/5
-1 -11 1 6/5
3
z(l)=] 2
1
como se vera mas adelante la solucidon general es
1 -1 -1 -1
z(t)=1| 0| +ce®| 1| +ce| 2| +ezet/O 1
-1 0 1 1
teniendo en cuenta la condicién inicial
1 -1 -1 -1
z(t)=| 0] —29.5562e72 | 1| +10.8731e7t| 2| —1.8097¢/10| 1
-1 0 1 1

algunos valores, en el intervalo [1, 3], con dos cifras decimales, son:

t x1 x2 x3
1.0 3.00 2.00 1.00
1.2 2.45 1.83 0.23
1.4 2.20 1.48 -0.40
1.6 2.13 1.06 -0.93
1.8 2.18 0.62 -1.37
2.0 2.28 0.19 -1.74
2.2 2.41 -0.21 -2.05
2.4 2.56 -0.57 -2.31
2.6 2.70 -0.89 -2.54
2.8 2.84 -1.18 -2.73
3.0 2.97 -1.43 -2.90
las tres curvas son:
x;(t
Z( ) \_/ xl(t)
9 1
1 4
t t
1 3
-1
z2(1)
z3(1)

cuando n = 2, también se puede dibujar la curva de x1(t) y la de z5(¢) o directamente dibujar la curva con los valores
(z1(t), 22(t) )

Ejemplo 4.8.
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algunos de los valores numeéricos de la solucién son:

t x1 x2
1.0 2.00 1.00
1.1 -0.01 1.10
1.2  -1.65 1.01
1.3 -2.74 0.79
1.4 -3.22 0.48
1.5 -3.12 0.16
1.6 -2.57 -0.13
1.7 -1.73 -0.34
1.8 -0.77 -0.47
1.9 0.13 -0.50
2.0 0.84 -0.45
2.1 1.30 -0.34
2.2 1.48 -0.20
2.3 1.40 -0.05
2.4 1.12 0.07
2.5 0.72 0.17
2.6 0.29 0.22
2.7 -0.11 0.23
2.8 -0.42 0.20
2.9 -0.61 0.15
3.0 -0.68 0.08
z;(t)
2 4
1 4
210
t } t
1 3
xl(t)
11
—921
_3 4
o (t)
N
1 4
]
] % % | = 21 (t)
-3 -1 J 2

4.4 Obtencién de valores y vectores propios

Esta seccién es simplemente un repaso de algunos resultados y métodos de Algebra Lineal.
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4.4.1 Valores propios
Sea A € R™ ™. Un ntimero A, real o complejo, es valor propio de A si existe v en R"*! 0 en C"*!, no nulo, tal que
Av = v (4.20)

Entonces se dice que v es un vector propio de A asociado al valor propio A.

Si 8 # 0, entonces también Sv es un vector propio de A asociado al valor propio A.

Av=)v
Av— X v =0
Av—Alv=0
(A=X)v=0

La unica manera en que este sistema de ecuaciones homogéneo tenga solucién diferente de la trivial es cuando

det(A — ) =0 (4.21)

Se puede mostrar que det(A — AJ) es un polinomio real (coeficientes reales), p4(A) o simplemente p()), de grado n llamado
polinomio caracteristico de A. Este polinomio, por el teorema fundamental del Algebra, tiene n raices, algunas de las
cuales pueden ser complejas. Estas raices son los valores propios.

Como p es real, si tiene una raiz compleja a + 5i, entonces su conjugado a — 3¢ también es raiz del polinomio. Por ejemplo
si —3 + 44 es un valor propio, entonces —3 — 44 también es valor propio. Asi, el nimero de raices complejas siempre es
par. Una matriz de orden impar siempre tiene por lo menos un valor propio real.

En este documento, espec(A) denota el conjunto de valores propios de A,

espec(A) = {A\: X es valor propio de A} (4.22)

Para matrices triangulares superiores, triangulares inferiores o matrices diagonales, los valores propios son los elementos
diagonales.

Los valores propios de un matriz simétrica son todos reales.
Si Ay B son semejantes, A = P~'BP, entonces tienen los mismos valores propios.

Sea A € R"™ ™. Si A tiene una fila 0 una columna en la que todos los elementos no diagonales son nulos, entonces el
elemento diagonal es un valor propio.

1 -3 -2 -3

-1 ) 1 0

A 0 0 10 0
1 1 1 6

10 € espec(A)

Para matrices 2 x 2,

p(A) = A% —tr(A) X\ + det(A)

=]

p(A) =A% =5\ —2

Los valores propios se pueden obtener resolviendo la ecuacién cuadrética pa(A) = 0.

Para matrices 3 x 3, aunque es un poco dispendioso, se puede obtener el polinomio caracteristico calculando det(A — AI).
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-4 6 2
A= 2 0 2
—-19 13 10

—4 - A 6 2

pa(A) = det 2 0—A 2
—-19 13 10—-A

pa(N) = (=4 = X) ((0 = A)(10 — X) — 26) — 6 (2(10 — \) + 38) +2(26 — 19))
pa(A) = =A% + 6A% + 40\ — 192

Para obtener las raices de un polinomio ctbico, se empieza por encontrar una raiz real. Algunas veces se puede por divisién
sintética. También se puede a mano y con calculadora, utilizando el método de Newton.

P(Ax)
P'(Ak)

Ari1 = Ak — (4.23)

Una vez conocido un valor propio A*, una raiz, la divisién sintética permite obtener ¢(A) polinomio cuadratico tal que
p(A) = (A= A%)q(A)

Las dos raices de g(A) = 0 son los otros dos valores propios.

Ejemplo 4.9.
-1 1 =2
A=1|-1 1 1
2 1 2

p(A) = =A%+ 202 — 31 +9
La férmula pra el método de Newton es:

=X+ 202 =3\, + 9
—3\2 +4X\; — 3

Akg1 = A —

Al usar como aproximacién inicial, A\g = 2, se obtiene:
Ao =2
A1 = 2.4285714
Ao = 2.3544875
A3 = 2.3516868
Ay = 2.3516829
A5 = 2.3516829

En este caso, no importa el Ay usado, la sucesiéon tiende a 2.3516829. Por ejemplo, si A\g = —4,

Xo = —4
A\ = —2.2537313
Ao = —0.8826011
A3 = 0.6841908
A4 = 5.2197119
A5 = 3.7417069
X6 = 2.8557307
A7 = 2.4477035
As = 2.3560089
\o = 2.3516921
Ao = 2.3516829
A1 = 2.3516829
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Al efectuar )
A3 4202 - 30+ 9

A —2.3516829

por divisién sintética, obtiene:
q(\) = =A% — 0.3516829 \ — 3.8270466
Con las raices de ¢ se obtiene

espec(A) = {2.3516829, —0.1758414 + 1.9483651 4, —0.1758414 — 1.9483651 i}

En Scilab la orden spec(A) permite obtener los valores propios. En Matlab se usa la orden eig(A).

Una matriz A € R"*" es triangular superior por bloques si se puede escribir de la forma

All A12 e Alm
0 Ay - Ay
A= . . )

donde las matrices A;; y las matrices 0 tienen los tamanos adecuados, es decir, los bloques diagonales, A1, Aso, ...

) Amma

son matrices cuadradas, todas las matrices de la primera fila de bloques tienen el mismo numero de filas; todas las matrices
de la segunda fila de bloques tienen el mismo nimero de filas; todas las matrices de la tltima fila de bloques tienen el
mismo numero de filas; todas las matrices de la primera columna de bloques tienen el mismo ntimero de columnas; todas las
matrices de la segunda columna de bloques tienen el mismo nimero de columnas; todas las matrices de la tltima columna

de bloques tienen el mismo nimero de columnas.

Ejemplo 4.10.

5 —1 3 4 5 -7
8 —6 5 7 0 -8
9 7T -4 0 7 7
A= o 0 0 -7 8 =2
o 0 0 0 5 =2
O 0 0 09 6
Es una matriz triangular superior por bloques:

5 -1 3
A =18 -6 5

|9 7T —4

[4

|0

(5 —7
Ai3=10 -8

77
Agp = [-7]
Ay =[8 —2]

Si A es una matriz triangular superior por bloques o triangular inferior por bloques o diagonal por bloques, sus valores

propios son los valores propios de los bloques diagonales.

Para la matriz del ejemplo anterior

espec(A) = espec(Aq1) U espec(Agz) U espec(Ass)

espec(A) = {8.0311037, —2.2967522, —10.734352} U {—7} U {5.5 + 4.21307494, 5.5 — 4.2130749}
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4.4.2 Obtencion de vectores propios

Sea A un valor propio de A. El proceso para obtener uno o varios vectores propios linealmente independientes asociados a
A consiste en encontrar soluciones independientes no nulas del sistema homogéneo

(A= XHv=0

El procedimiento consiste exactamente en encontrar una base del espacio nulo de A — \I.

El procedimiento clasico usa F la matriz escalonada reducida de A — AI.
E=FEs )

Algunas caracteristicas:

e I/ nunca puede ser la matriz identidad.

e Si se usa un valor aproximado de A se puede llegar a E = I, pero esto es un error.

e F tiene por lo menos una fila nula.

e El nimero de filas nulas de E es igual al niimero de variables libres.

e El ntimero de variables libres indica el nimero de vectores propios independientes asociados a A.

Para matrices 2 x 2, si A es un valor propio, entonces en la matriz A — AI, una fila es miiltiplo de la otra. Si A — Al =0,
cualquier vector no nulo es vector propio y hay dos vectores propios independientes. Si A — Al tiene una fila nula, basta
con utilizar la otra fila para obtener un vector propio. Si A — AI tiene dos filas no nulas, se puede utilizar cualquiera de
las dos para obtener el vector propio.

Ejemplo 4.11.

=[5

Polinomio caracteristico

p(A\) =2 —2) -3

A =-1
A= 3
Vector propio asociado a A\; = —1,
(A= D' =0
(A+Tw'=0

Matriz escalonada reducida
1 2 V1| 0
0 Of |va| |0

Por ejemplo

o cualquier multiplo no nulo de este vector.
Vector propio asociado a Ay = 3,
(A= XD)v? =0
(A=3Iw*=0

6 —4] 5
{3 2}1}0
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b 1] = [

v = 72’02/3

Matriz escalonada reducida

Por ejemplo

o cualquier multiplo no nulo de este vector.

En este ejemplo, se buscé la matriz escalonada reducida de A — AI (procedimiento general) pero no era necesario. Basta
con considerar la informacién proveniente de la primera fila (o la de la segunda fila):

—6’[)1 - 41)2 =0
v = 72’02/3 O

Para matrices 3 x 3, si A es un valor propio, entonces en la matriz A — AI, existe, por lo menos, una fila que es combinacién
lineal de las otras dos. Esta fila se puede quitar y se obtiene un vector propio considerando unicamente las otras dos filas.
El proceso para quitar una fila es el siguiente.

a) Si hay una fila nula, se quita esta fila.

b) Si hay una fila que es miltiplo de otra, se quita una de las dos filas.

¢) En los otros casos, se puede quitar cualquier fila.

Ejemplo 4.12.

1 -1 4
A=13 2 -1
2 1 -1

Polinomio caracteristico:

p(A) = det(A — AI)
p(A) = =X +2X2 + 51— 6

Sus raices son los valores propios,

Obtencion de vectores propios:

(A= M)t =0
[0 -1 4
(A-1-I)= |3 1 -1
| 2 1 -2
(1 0 1
Es_;r=1(0 1 —4
|00 0
Entonces v; = —vs, vo = 4vs. Por ejemplo, si v3 = 1, entonces se obtiene v! = [—1 4 1]T un vector propio asociado a

AL =1.

Como en A — I no hay filas nulas ni filas multiplo de otra, se puede quitar cualquier fila. Si se quiere se pueden reordenar

las filas.
3 1 -1
0 -1 4
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y obtener su escalonada reducida con un niimero menor de operaciones.

1 0 1
01 —4
De manera ansloga se construyen v? y v3.
-1 -1 1
vl=| 4], »?= 1, *=12| ©
1 1 1

Para matrices reales 2 x 2 con valores propios complejos, para obtener un vector propio se puede considerar cualquiera de
las filas de A — AI sin tener que buscar la escalonada reducida.

En la igualdad obtenida a partir de la fila escogida, se puede expresar cualquier variable, en funcién de la otra.

Ejemplo 4.13.

-5 5
=15
A =-3+6i, l\=3-6i
—2— 6i 5
A_Alf_[ -8 2—61}

Aunque no pareciera, la primera fila es un miltiplo de la segunda.

26 _ 1. 3, b _ 1.3
8 41" 26/ 4 4
Si se usa la primera fila de A — A1, se tendria la igualdad
(72 — 6@')1}1 + 57)2 =0
2 6.
vy = (5 + gz)vl
Si V1 = 5
vg = 2+ 64
I
"Tl2+ei
_ [—15+30i
AU_’_—AQ—GJ
~ [—-15+30i
MU__—AQ—&]

Luego el vector propio estd bien calculado. <

Para matrices reales 3 X 3 con dos valores propios complejos, se puede obtener un vector propio asociado a A = o + §i a
partir de la escalonada reducida de la submatriz obtenida con dos filas de A — AI (suprimir una fila).

En la mayoria de los casos se puede suprimir cualquier fila. Sin embargo, no es permitido que las dos filas escogidas sean
multiplos entre si. La dificultad estriba en que no es ficil saber a simple vista si una fila es multiplo de otra.

En el peor de los casos, sea C' la submatriz obtenida al escoger dos filas de A — Al y sea F su escalonada reducida. Si E
tiene una fila nula, o sea, hay dos variables libres, se deduce que las dos filas escogidas son dependientes (una es miiltiplo
de la otra). Es necesarion entonces construir C' con una de las dos filas escogidas y la otra fila desechada.
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Ejemplo 4.14.

-4 -5 0
A= 1 0 0
| 0 1 1
valores propios : 1, —2+1i, —2—1
—2—1 -5 0
A— (24 = 1 2—1 0
i 0 1 3—1

submatriz con la primera y segunda fila

escalonada reducida

1 2—4 0

0 0 0
Conclusién. Aunque las dos primeras filas no parecian ser miltiplo una de otra, si lo son, es decir, estdn mal escogidas. Es
necesario escoger la primera y la tercera o la segunda y la tercera.

—-2—-13 =5 0
0 1 3—1

escalonada reducida

(1 0 —5+5i
0 1 3—i
[ 5— 54
v=|—-3+1
1
—5+ 150 ]
Av = 5—5i
-2+ |
—5+ 150 ]
(—=2+i)v= 5-5i| ©
-2+ |

4.5 Matriz diagonalizable

Una matriz A € R"*" es diagonalizable si existe un matriz B € R™*" invertible tal que B~!AB es una matriz diagonal.

Un resultado de Algebra Lineal dice que A es diagonalizable si y solamente si existen v', v2, ..., v” € R**!, vectores

propios de A, linealmente independientes. En este caso la solucién general del sistema homogéneo (4.9) es

a(t) = cre™vl + e + o 4 et (4.24)

Una condicién necesaria (pero no suficiente) para que una matriz sea diagonalizable es que todos sus valores propios sean
reales.

4.5.1 Valores propios reales diferentes

El caso mas sencillo de una matriz diagonalizable se da cuando hay n valores propios reales diferentes, en este caso,
sus vectores propios asociados son linealmente independientes.
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Ejemplo 4.15.

La solucién general es

Sea la condicién inicial

Matriz ampliada para el cdlculo de las constantes.

—1.213061 —8.963378 —2
0.606531  13.445067 —1

Ch =3.297443, Cy = —0.22313

-2 5 [—2
1:|—0.223136 { 3}

1] i [—6.594885] | 5[ 0.44626
x“)_M“ [ 3.297443]4re [0.66939] ©

xr = B} +3.297443 ¢~ ¢ [

Ejemplo 4.16.

T1=x1 —x2 +4x3—7
x'2:3x1+2x27x3

T3 =211+ 20 —23+1

z* =1(0,1,2)
p(A) = —A* +2X* + 5\ — 6
M=-2 X=1 =3

-1 -1 1

vi=1| 1], ?»=| 4|, v*=|2

1 1 1
0 -1 -1 1
o) = (1] +ce”® | 1| +ee | 4| 43’ |2
2 1 1 1

Si hay condiciones iniciales, es necesario calcular los valores las constantes. Por ejemplo, sea

1
z(0)=1]6
5
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Matriz ampliado para el calculo de las constantes:

—_ = =
— R =
L
W Ut =

La solucién final

0 -1 2
z(t)=[1] +e 2| 1| +e3|4] ©
2 1 2

Ejemplo 4.17.

z* = (9.618891, —9.887095)
p(A\) = A2+ 1.07\ — 1.821

A1 = —1.986628, Ao = 0.916628
ol [—4.695183} 2o [—0.547674]

- 1 1

La solucién general es

[ 9618891 osaozst | —4.695183 00160281 | —0.547674
- [9.887095] +Cie p| T Ce 1

Matriz ampliada para el cdlculo de las constantes.

—3.849235 —0.600248 —5.718891
0.819826 1.095995  10.387095

C1 = 0.008868, Cy =9.470685

[ 96188917 |y oseaase [ —0.041635] | parsass [ —5.186845
() = {—9.887095]+6 0.008868 | * ¢ 9.470685 |

4.5.2 Multiplicidades algebraica y geométrica iguales

La multiplicidad algebraica de un valor propio A es el nimero de veces que A es raiz del polinomio caracteristico.

p(A) = (A = 4)° (A +5)*(A - 6)
mult.alg(4) =3
mult.alg(—5) = 2

6) =1

La multiplicidad geométrica de un valor propio A se puede presentar de varias maneras, obviamente equivalentes:

e Numero de variables libres en F4_ 7 la matriz escalonada reducida de A — A\I.
e Numero maximo de vectores propios, asociados a A, linealmente independientes.

o dim({veR™ : Av=2Av})
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El conjunto {v € R™! : Av = \v} recibe el nombre de subespacio propio asociado a .

Las multiplicidades estan relacionadas por la siguiente desigualdad:

Una matriz A € R™*"™ es diagonalizable si y solamente si para todos los valores propios

El caso de n valores propios reales diferentes, visto anteriormente, es una caso particular del resultado anterior.

1 < mult.geom(A) < mult.alg(\)

mult.geom () = mult.alg(\)

Un caso “extremo” de (4.26) se da cuando

mult.geom () = mult.alg(\) =n

(4.25)

(4.26)

Es decir hay un solo valor propio y sus multiplicidades valen n. En este caso la matriz A es un miltiplo de la matriz
identidad y, en consecuencia, #;(t) depende Unicamente de x;(t).

Ejemplo 4.18.

-2 0
T = 0 -2
L0 0
(1
z(1) = |2
|1
¥ =(1, 1
A=A =
0
A—(=2)I=10
0

0 2
Olxz+ |3
2 4
5, 2)
Az = —2
0 0

0 0

0 0

Luego, para el mismo valor propio, hay tres vectores propios independientes. Se puede tomar cualquier conjunto de tres

vectores en R3*! linealmente independientes. Por ejemplo, los de la base candnica.

Matriz ampliada para calculo de constantes

que se puede escribir

Ejemplo 4.19.

1 1 0 0
x(t)= 15| +cre? [0 +cae ™ |1| +eze” |0
2 0 0 1
0.135335 0 0 0
0 0.135335 0 05
0 0 0.135335 —1
C; =0, Cy=3.694528, C3 = —T7.389056
1 0 0
x(t)= | 1.5 | +3.694528 =% | 1| — 7.389056 % |0
2 0 1
1] 0
x(t)= [ 15| +e 2 | 3.694528
2 | —7.389056
[—2 -8 —4
=] 0 0 1|z
0 6 1
1
z(0) = |2
1
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p(A) = =X3 = X2 £ 8\ 412
M=-2 da=-2 ,M3= 3

0 -8 —4
A+2I=(0 2 1
0 6 ]
0 1 1/2]
E=1{0 0 0
0 0 0]
1 0]
vl= (0|, ¥*=]-1
0 2 |
Para A3 = 3,
—4
3= 1
3
Entonces, A es diagonalizable y
1 0 —4
z(t) =cre® | 0| + e | =1 | + c3e?! 1
0 2 3
c1=D5, co=-1, cg=1
1 0 —
z(t) =5 |0 e 1| 43| 1
0
5 —4
zt)y=e2| 1|4+ 1
-2 3

4.6 Matrices 2 x 2 no diagonalizables

4.6.1 Valores propios reales iguales

Esto quiere decir que hay un valor propio real doble A\, un vector propio v asociado a A, pero no fue posible encontrar otro
vector propio asociado a A, linealmente independiente con v. Se puede suponer que una solucién de (4.9) es de la forma

x = eM(u+ tw)

Entonces

i = AeM(u+ tw) + eMw
Remplazando en (4.9)

AeM(u+ tw) + eMw = A(eM(u + tw))
e ()\u + Mtw + w) =eM (Au + tAw)
Au 4+ AMw +w = Au + tAw
A+ w = Au
Aw = tAw
Aw = Aw

(4.27)
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Es decir, w es un vector propio y

Au—du=w
(A= Xu=w
En resumen
Obtener un vector propio v (A—Av =0, (4.28)
Encontrar una solucién de (A=Xu=v (4.29)
Asi,
z(t) = 2% + 1 eMv+ oM (tv +u) (4.30)

Observacién. Como A — Al es singular (su determinante es nulo), el sistema (A — AI)u = v tiene un nimero infinito de
soluciones. Basta con tomar para w una solucién cualquiera.

<[ g

z(0.5) = (1,2)

Ejemplo 4.20.

z* = (3,1)
p(\) = A+ 4\ +4
AM=-2, A\p=—2

Hay un solo vector propio independiente

=l
[0
v= :1/3]
l‘(t) = j:l —|—Cle_2t |:O:| —|—026_2t (t |:é:| + |:1/g:|>

Matriz ampliada para calculo de constantes

0 0.122626 1
c1 = —9.513986, co = 8.154845

3] o0 [~9.513986] . o (, [8.154845 0
z(t) = H +e Qt{ 0 }“ N (t{ 0 ]+ {2.718282])

3], s ([9.513986 8.154845
x(t)_H“Le ([ 2.718282]+t[ 0 D ©

4.6.2 Valores propios complejos

[0.367879 0.18394 —2}

Como el polinomio caracteristico tiene coeficientes reales, entonces los valores propios complejos (cuando los hay) vienen
por parejas, uno es el conjugado del otro,

Al =+ Zﬁ

AQ = — ’Lﬂ
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Sea v! un vector propio complejo, asociado a A,
1 _ .
v =p+1q
donde p y ¢ son vectores reales, en R™*!. Entonces
v?=p—iq
es un vector propio asociado a As.

Sean ! y 22 soluciones de (4.9)), construidas segin (4.14)),
2 = ey 4 ig),

2 = (i)
xt = e*[cos(Bt) + isen (Bt)](p + iq)
2?2 = e (cos(Bt) —isen (Bt))(p — iq)

“t{cos(Bt)p — sen (Bt)q + i cos(Bt)q + i sen (t)p]
2?2 = e [cos(at)p — sen (Bt)q — i cos(Bt)q — isen (Bt)p)
z! + 2% = 2e(cos(Bt)p — sen (Bt)q)
x' — 2% = 2ie*(cos(Bt)q + sen (Bt)p)
(z' + 22)/2 = e®*(cos(Bt)p — sen (Bt)q)
(21 — 22)/(2i) = e*!(cos(Bt)q + sen (5t)p)
Como ya hay dos soluciones reales, linealmente independientes, entonces

2(t) = 2 + ¢ e [cos(Bt) p — sen (Bt) q] + co €™ [cos(Bt) g + sen (Bt) p] (4.31)
. -9 8 20
v= [9 3} vt [30}

=]

p(A) = A% + 6\ + 45

\ \
o

~— ~— —

q
q

Ejemplo 4.21.

A = —3+6i
Ay = —3—6i
—6 — 6i 8
A_Alf_[ -9 6—61‘}

Aunque no parezca (por ser valores complejos), la primera y la segunda fila de A — AI son equivalentes. Es decir, para
obtener un vector propio se puede considerar cualquiera de la dos filas. Al tomar la segunda:

—9v1 + (6 — 6i)ve =0
91)1 = (6 — 6’i)’l)2

(2 2.
v = 3 3’L (%)

.

N——

S
-
Il
L s B2 N

— Wl N Wl
|
Wl Wi
~.
—— 1
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También se puede considerar un multiplo,

vv= p 4+ q i

[28} - m +eed <cos(6t) [zﬂ + sen (6¢) {(Q)D e (cos(6t) {3] + sen (6¢) BD

[E] [ty [ ]

Supongamos que tenemos las condiciones iniciales
(1) = [g}
Con estas condiciones es necesario calcular los valores, ¢, co.
4 + 0.067786 n —0.123431| |6
2| T 0143412 | T | —0.041734 | T |5
La solucién del sistema da:

c; = 19.285536
cg = —5.612210

Entonces la solucion es:

[ )} [ } +19.285536 ¢ [gzgzggg T 2sen (6’5)] 5612210 ¢~ [_2005(6” + ;ZEE Egg
[ )} _ [ } o3t {49.795492 cos(6t) + 27.346651 sen (6t)}
)| 57.856607 cos(6t) — 16.836631 sen (6t)
x1(t) = 4 + 49.795492 ¢ 3 cos(6t) + 27.346651 e ' sen (6t)
zo(t) = 2 + 57.856607 e 3 cos(6t) — 16.836631 ¢! sen (6t)

Ya con la solucién, se pueden calcular los valores de x1 y x2 para un t dado. Por ejemplo

) = [arisns,

Veamos ahora el resultado usando la primera fila:

(—6 — 62')1}1 + 8’[12 =0

o 64Gi
2 — S 1
1
4

[28} [;1] +cre” ¥ (cos(Gt) [ﬂ — sen (6t) [g]) + coe 3 (cos(6t) {g] + sen (6t) ED

[;l] tae [§Z§§E§3 ~ 3sen (6t)] tere”™ {3 cos(6t) + §§Z’§ Egm
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solucién general que no se parece a la obtenida anteriormente. Para las condiciones iniciales,
c1 = 12.448873, ¢y = 6.836663

valores muy diferentes, ni siquiera multiplos de los obtenidos anteriormente. Sin embargo, al utilizar estos valores en la
solucién general, se obtiene exactamente la misma expresion:

4 sen (6t)
3 cos(6t) + 3sen (6t)

4

2(t) = M +12.448873 ¢ 3 {4605(6“

3 cos(6t) — 3sen (6t)
4] L [49.795492 cos(6t) + 27.346651 sen (6t) ] o

} + 6.836663 ¢~ {
57.856607 cos(6t) — 16.836631 sen (6t)

4.7 Matrices 3 x 3 no diagonalizables

4.7.1 Mult.algebraica()\) = 3, mult.geométrica()) =1

Sea A un valor propio y v un vector propio asociado. Supongamos que

mult-alg(A) =3
mult-geom(A) =1

Un proceso andlogo al que permite obtener (4.30]) dice que la solucién general es
t2
z(t) = 2% + c1 v+ ey M (tv + u) + ez eM (21) + tu + w) (4.32)

donde v es un vector propio de A y los vectores u y w se obtienen encontrando una solucién cualquiera de

(A= Xu=v (4.33)
(A= Xw=u (4.34)
Ejemplo 4.22.
-2 1 -1 -1
T = 0 -2 2|x+| 2
0 0 -2 2

z(1) = (1,1,0.5)

[0 1 -1
A4+2I=|0 0 2
|00 0
[0 1 0
Egpor=1(0 0 1
|10 0 0
(1
v= |0, mg(-2)=1
10
Matriz ampliada para calcular u
01 -1 1
0 0 2 0
0 0 0 0
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Escalonada reducida

01 0 1
0 01 0
0 0 0 O
0
u= |1
0
Matriz ampliada para calcular w
01 -1 0
00 21
00 00
Escalonada reducida
0 1 0 1/2
0 0 1 1/2
0 0 0 0
0
w=|1/2
1/2
0 1 1 0 /2 1 0 0
x(t) = |2 +ee 2|0 +ese 2|0 + |1 + cge” % bl O +¢ |1+ |1/2
1 0 0 0 0 0 1/2
Matriz ampliada para calcular las constantes:
0.135335 0.135335 0.067668 1
0 0.135335 0.203003 -1
0 0 0.067668 —0.5
c1 = 7.389056, co = 3.694528, ¢35 = —7.389056
[0] 1 1 0 /2 1 0 0
x(t) = | 2| +7.389056e 2" [0| +3.694528¢ " [ ¢ |0] + |1| | — 7.389056¢ 2 7 |0] +E L]+ 1/2
1] 0 0 0 0 0 1/2
[0] 7.389056 3.694528 —3.694528
x(t) = |2 +e* 0|4t |—7.389056 | + t 0
1] —3.694528 0 0

4.7.2 Mult.algebraica()\) = 3, mult.geométrica(\) = 2

1

Sea A el valor propio real de multiplicidad algebraica igual a 3 y o', v? dos vectores propios, asociados a A, linealmente

independientes. Hasta ahora se tienen dos soluciones independientes

Es necesario conseguir otra solucién independiente. Al suponer, como en (4.27), x = e’\t(u + tw), se llega a la misma
conclusién

(Av—=Xv=0

(A-=MN)u=v
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Como v es un vector propio de A, entonces es una combinacién lineal no trivial (no nula) de v! y v?2,

v =av" + agv? (4.35)
(A=) u=av' + asv?
(A=A u— av' —aw? =0 (4.36)

Esta ultima igualdad es un sistema homogéneo de 3 ecuaciones y 5 incdgnitas, uy, ug, us, a1, ag. Se debe encontrar una
soluciéon donde no sean nulos al tiempo a; v as.

La matriz de este sistema de ecuaciones es
[A — M —ot —112}

Dados A, v! y v2 el proceso es

1) Resolver (4.36)) (obtener u, oy, a ) con la condicién mencionada anteriormente.
2) v = av! + apv?

La solucién general es:

z(t) = 2" + c1 Mot + o eMv? 4 ez eM (tv + ) (4.37)
Ejemplo 4.23.
—4 3 5 -1
T = 2 -5 —-5|lx+ 3
-2 3 3 -1
(1) = (3,4,5)
2 = (1,0,1)

p(A) = =A% — 617 — 12\ — 8
A=A = A3 =2

m.a.(—2) =3
[—2 3 5
A—(=2)I = 2 -3 -5
_—2 3 5
(1 -3/2 —5/2
Eppor= 1|0 0 0
o 0 0

Hay dos variables libres, es decir hay dos vectores propios linealmente independientes,

m.g.(—2) =
3/2 5/2
vt= 11, W =10
0 1

Por facilidad, multipliquemos por 2,
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Matriz del sistema para calcular v, wu:

(-2 3 5 -3 -5

2 -3 -5 -2 0
|2 3 5 0 -2
(1 -3/2 —5/2 0 1
E=|0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

U ; (3/2)’(1,2 + (5/2)U3 — Q9

o] = —Qo
Por ejemplo
(%) 1
a1 = -1
Ug = 0
us 0
Uy = —1
2
v= (=1t +(1)? = | =2
2
Entonces
1 3 5 2 -1
z(t) = [0] +cre® |2 +coe”® |0 +eze”® [t| 2| +]| O
1 0 2 2 0
Matriz ampliada para el calculo de las constantes:
0.406006 0.676676 0.135335 2
0.270671 0 —-0.270671 4
0 0.270671 0.270671 4
c1 = 118.224898, ¢ = —88.668673, c3 = 103.446785
[1] 3 5 2
x(t) = [0] +118.224898 ¢ % |2| —88.668673¢ ' |0| + 103.446785¢ 2 [t | -2 | +
11 0 2 2
[1] —192.115459 206.893571
x(t) = |0| + e 2 236.449795 | +t | —206.893571 <&
11 —177.337346 206.893571

4.7.3 Mult.algebraica(\;) = 2, mult.geométrica()y) = 1

En este caso hay tres valores propios reales, A\; # As = As.

m.a.(A) =1,
m.a.(Ag) = 2

De manera andloga al caso 2 x 2, subseccién (4.6.1)),

z(t) = 2* + cre’Mtol + cpe? 4 cze?t (tv? 4 )

2

donde v! es un vector propio asociado a A;, v? es un vector propio asociado a Ay y

(A= XoD)u = v?

(4.38)

(4.39)
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Ejemplo 4.24.

2 50 -7
=10 2 0|x+|—-2
0 0 3 0
[0
x(0.5) = |2
1
x* = (1,1,0)
M =3, =2, A3=2
m.a.(2) =2
=100 0 1]"
[0 5 0]
A-2I=10 0 O
0 0 1]
[0 1 0]
E=10 0 1
10 0 0]
m.g.(2) =1
[1
v’ = |0
10
(A —2u = v*
0 5 0 1
matriz ampliada: |0 0 0 0
0 0 1 0
[0 1 0 1/5
escalonada reducida: [0 0 1 0
o0 0 0
0
u= |1/5
0
1 0 1 1 0
x(t) = [1] +c1e® [0 +c2e® |0 +cze® [t |0 + |1/5
0 1 0 0 0
Matriz ampliada para calcular las constantes:
0 2.718282 1.359141 -1
0 0 0.543656 1
4.481689 0 0 1
c1 = 0.22313, co = —1.287578, c3 = 1.839397
[1] 0 1 1 0
x(t) = |1| +0.22313¢3 |0 — 1.287578¢* |0| +1.839397¢* [ ¢ |0| + |1/5
0] 1 0 0 0
[1] 0 —1.287578 0 1.839397
z(t) = |1] +e 0| 4e* 0| +e*|]0.3678794 | +¢ 0
0 0.22313 0 0 0
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1 0 —1.287578 1.839397
z(t) = [1] +€¥ 0| +e? | 03678794 | +te? 0
0 0.22313 0 0

Por ejemplo, z1(t) = 1 — 1.287578 €% + 1.839397t %!, x1(0.9) = 3.2255. <

4.7.4 Dos valores propios complejos

Cuando hay dos valores propios complejos, necesariamente el otro es real. Sean \; € R, Ao = a+ iy A3 = a — (i los
valores propios. Sea v! vector propio asociado a A\; y v? = p + ¢i vector propio asociado a Ay = a + S3i.

Un razonamiento semejante al caso de dos valores propios complejos en matrices 2 x 2 conduce a la solucién general del

sistema

z(t) = x* + cre™tol + ¢y e[ cos(Bt) p — sen (Bt) q] + c3 e[ cos(Bt) ¢ + sen (Bt) p] (4.40)

Para el valor propio As = a + i, la matriz A — \o1 es singular (determinante nulo), ninguna fila es nula, las tres filas son
linealmente dependientes. Para calcular, “a mano”, el vector propio correspondiente basta con utilizar dos filas, la otra se
puede suprimir. Buscando disminuir el nimero de divisiones con denominador complejo, se puede usar la tercera fila y la
segunda (suprimir la primera e intercambiar las otras dos).

Ejemplo 4.25.

6 0 -5 —6
t=|0 =2 0| xz+ 4
2 0 0 —2

z(1) =(1/2,1,1/2)

z* = (1,2,0)
p(A) = =A% +4X% + 2\ — 20
M=-2, A=3+i, A=3—1

=(0,1,0)
3—1 0 -5
A— B+ = O —5—1 0
0 —-3-—1
2 -3—i
submatriz [O 7572 0}
escalonada red. [ _15_056}
=(1.540540,1) ~ (3+14,0,2)
p=(3,0,2)
qg=(1,0,0)

1 0 3 1 1 3
z(t) = [2] +cre™ [1| +c2e3 [ cos(t) [0 — sen(t) [0] | + c3e3® [ cos(t) [0] + sen(t) |0
0 0 2 0 0 2
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Matriz ampliada para calcular las constantes:

0 15.655389 61.556452 —0.5
0.135335 0 0 -1
0 21.704524 33.802793 0.5

c1 = —7.389056, co = 0.059093, c3 = —0.023151

1 0 3 1 1 3
x(t) = |2| — 7.389056e 2" | 1| + 0.059093¢e>" [ cos(t) |0| — sen(t) |0| | + —0.023151e® | cos(t) |0| + sen (¢) |0
0] 0 2 0 0 2
[1] 0 0.154127 —0. 128547
z(t) = [2] +e7 2 | —7.389056 | + €3 [ cos(t) 0| + sen( <&
0] 0 0.118186 —0. 046303
4.8 Clasificacion de los puntos de equilibrio
Para el caso de un sistema
i=Ax+b (4.41)
si det(A) # 0, entonces existe un unico punto de equilibrio
¥ =—A""h. (4.42)
Si det(A) = 0 pueder haber un ntdmero infinito de puntos de equilibrio o ninguno.
El sistema homogéneo,
i = Az (4.43)

siempre tiene por lo menos un punto de equilibrio, el origen. Si det(A) # 0, entonces el tinico punto de equilibrio es el
origen. Si det(A4) = 0 hay un ntmero infinito de puntos de equilibrio.

Una matriz es degenerada si
e det(A)=0
e mult.alg();) > 1 para algun 1.
e real()\;) =0 y imag()\;) # 0 para algin i.

Un punto de equilibrio es degenerado si la matriz es degenerada.

Consideremos el sistema (4.41) y sea z* un punto de equilibrio.

e z* es un punto de equilibrio estable o atractor o valle, también llamado asintéticamente estable, si, independi-
entemente del punto inicial,

A =2

e r* es un punto de equilibrio inestable si no es estable.

e Un punto de equilibrio inestable z* es un punto de silla, si depediendo del punto inicial diferente de z*, algunas
veces

. %
tlggox(t) -

algunas veces

Jim l2(t)]| = +oo
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e Un punto de equilibrio inestable z* es un repulsor o fuente, si independientemente del punto inicial diferente de

x*,

li t)|| =

Jim [[2()]] = +o0
Sea A € R?*2 \1, \y sus valores propios, A\; < Ay cuando son reales, \; = a+ 3i, Ao = a — Bi cuando son (estrictamente)
complejos. La solucién general del sistema homogéneo estd dada por uno de los siguientes casos:

x(t) = creMtot + cpet2ty?
z(t) = creMtol 4+ et (to! + u)

z(t) = c1 e [—sen (Bt)q + cos(Bt)p] + ¢z e [sen (Bt)p + cos(Bt)q]

El punto de equilibrio se puede clasificar segin los valores propios:

reales A1 < A2 <0 no degenerado atractor
reales 0 < A1 < A2 nodegenerado repulsor
reales A1 <0< Ay nodegenerado punto de silla
complejos a <0 no degenerado atractor
complejos a >0 no degenerado repulsor
complejos a =0 degenerado voértice

reales A1 = A3 <0, degenerado atractor
reales A1 = A2 >0, degenerado repulsor
reales A1 <Ay =0 degenerado atractores
reales 0= X1 <)Xy degenerado repulsores

Recuérdese que si 0 es un valor propio de A, entonces det(A) = 0 y el sistema

T=Axz+b

puede no tener puntos de equilibrio o puede tener un ntimero infinito de puntos de equilibrio.

En general, para cualquier valor de n:

e si la parte real de todos los valores propios es negativa, el punto de equilibrio es un atractor.

e si la parte real de todos los valores propios es positiva, el punto de equilibrio es un repulsor.

e Si hay valores propios con parte real negativa y valores propios con parte real positiva, el punto de equilibrio es un

punto de silla.

Para matrices 2 x 2, el punto de equilibrio se puede clasificar sin calcular explicitamente los valores propios, utilizando:

d = det(A) = a11a22 — a12a91 determinante
T =tr(A) = a11 + a traza
A=T?—4d discriminante

valores utilizados en el cdlculo de los valores propios:

p()\) = (011 - )\)(azz - /\) — a12a21
p(A) = A% — (a11 + a22) A + a11a22 — ar2a2
p(N) =N —TA+d

T+vVA
2

Ver detalles en [Monl0], pdgina 260 y siguientes.
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4.9 Diagramas de fase

Para un sistema de ecuaciones diferenciales, el diagrama de fase es la representacién gréfica de la solucién. Generalmente
se hace para dos variables. Cuando hay tres variables es dificil hacerlo aunque no imposible. Para mas variables no se
hace.

Permite, en muchos casos, tener una descripcién cualitativa de la solucién, ain si no se conoce de manera precisa la
solucion.

4.9.1 Generalidades

Por facilidad supongamos que el sistema de ecuaciones diferenciales

&y = fi(w1, 22) (4.44)

&y = fo(x1, 22)

tiene un unico punto de equilibrio z*. Hay dos lineas de fase, las curvas

Por la definicién, estas dos curvas se cortan justamente en el punto de equilibrio. El siguiente ejemplo permite introducir
paso a paso conceptos fundamentales de los diagramas de fase, lineales o no lineales.

Ejemplo 4.26.
T, = —2x1 + 329
3
¢2 = —— 4+ 2(E2
T
1 >0, 29 >0

El punto de equilibrio es z* = (1.5,1). En la siguiente figura estén las dos lineas de fase. Ellas son:

. 2
1 =0: x2:§x1
3
tg =0: = —
xT9 xT9 2.’E1
T2
1 =0
2,,
To =0
- X
2

Sobre la primera linea de fase ©; = 0, entonces de un lado &7 serd positivo y del otro lado negativo. Basta con tomar un
punto que no esté sobre la linea de fase. Por ejemplo, si x = (2,0), £1 = —4, entonces de ese mismo lado de la linea de
fase, &1 serd negativo y del otro lado @7 sera positivo. Esto se indica colocando signos menos y signos més. EI mismo
punto sirve para la otra linea de fase, para x = (2,0), 43 = —3/2.



106 CAPITULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 106

)
—\+
+ 11 =0
21
+ +552:
— - — X
2

Si la trayectoria o solucién del sistema de ecuaciones diferenciales, para una condicién inicial dada corta la linea de fase
21 = 0, lo hara verticalmente. Si la trayectoria corta la linea de fase o = 0, lo harad horizontalmente. Esto se indica por
medio de pequenos segmentos de recta verticales y horizontales.

X2
—\+
+ 1, =0
2,
¥ £ i, =0
— t _: X1
2

En este ejemplo, las dos lineas de fase dividen la regién de trabajo, el primer cuadrante, en cuatro sectores. Consideremos
el sector que queda encima del punto de equilibrio. En este sector ;1 > 0 y @2 > 0, esto quiere decir que si la trayectoria
estd en ese sector, z1 estd aumentando y x5 también aumenta. Esto se indica por el simbolol, Es decir, si la trayectoria
estd en este sector, lleva aproximadamente la direccién nordeste (o noreste), NE. De manera semejante en los otros casos
(noroeste, sudeste o sureste, suroeste).

>0, @3>0 1, NE
i1>0, i9<0 I SE
i <0, @3>0 . NO
i1 <0, do<0 “1 so0
T2

i L

—\+

+ i =0

2,

> 9 -

T
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Las graficas de la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales con puntos iniciales diferentes
z(0) = (3,0.8), (1,2), (2.5,0.5), (0.5,1), (0.5,1.5)

pueden ser semejantes a

T2

+ T gy =
4 oA =

<

4.9.2 Sistemas con coeficientes constantes

Para los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, ademés de las explicaciones anteriores,
hay conceptos adicionales. Supongamos que det(A) # 0 (hay un tnico punto de equilibrio z*).
e Las lineas de fase son rectas que se cruzan en el punto de equilibrio.

e Si los valores propios son reales, sea

A< g

o Si hay dos vectores propios independientes, sean ellos v! y v2.
e Si hay un solo vector propio, sea v = v! este vector propio, y sea u calculado segtin (4.29)).

e Los vectores propios (o el vector propio) definen dos rectas que pasan por el punto de equilibrio y son paralelas a los
vectore propios:

Ry ={z* +ov' : 0 €R} (4.45)
Ry = {a* + 0v? : 0 € R} (4.46)

Obviamente si los valores propios son complejos, estas dos rectas no estan definidas.

e Para matrices con dos valores propios reales diferentes, hay cuatro rectas que se cruzan en el punto de equilibrio:

7 =0, o =0, Ry, Ry

En el siguiente ejemplo estan estos conceptos. El estudio de la forma de la solucién estara detallado en las subsecciones
siguientes.

Ejemplo 4.27.

[ -2 —12] (e
T=1_15 1177 |29

Supongamos que hay tres condiciones iniciales diferentes:

2(0) = (35,3),  (0,—0.5),  (0,—1.5)
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La solucién general sera

Para las tres condiciones iniciales diferentes, la trayectoria puede ser semejante a las de la siguiente gréafica:

AM=-14

1 =0=—2z; — 1225 4 16

o = 0= —15x1 + 22 + 29
Ry ={(2,1)4+0(1,1) : 0 € R}
Ry ={(2,1) +0(—4,5): 0 € R}

o0 = [ reree 1] s [

To l‘QZO
\ +:— 7’

Obsérvese que las trayectorias, cuando cortan las lineas de fase, lo hacen segin lo esperado, verticalmente u horizontalmente

a las lineas de fase, y siguen aproximadamente las direcciones NE, NO, SE, SO dependiendo del sector. <

Cuando hay dos valores propios diferentes, como se sabe, la solucién general es

z(t) = z* + ey eMivt + ¢y eM2te?

y siempre se cumple lo siguiente:

e Si 2% no estd en R; ni en Ry, entonces la trayectoria, cuando ¢ > tg, nunca corta las rectas R; y Ro.

o Si 2¥ estd en la recta Ry, entonces c; = 0 y la trayectoria estd contenida completamente en la recta Ri. Si A1 < 0
la trayectoria tiende hacia el punto de equilibrio. Si A; > 0 la trayectoria se aleja indefinidamente del punto de

equilibrio.

e Andlogamente, si 2° estd en la recta Ry, entonces ¢; = 0 y la trayectoria estd completamente contenida en la recta
Rs. Si Ay < 0 la trayectoria tiende hacia el punto de equilibrio. Si A2 > 0 la trayectoria se aleja indefinidamente del

punto de equilibrio.
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En las subsecciones siguientes hay varios ejemplos, algunos homogéneos, otros no homogéneos. En los sistemas homogéneos
las dos lineas de fase y las rectas R; se cortan en el origen.

Ry = {ov' : 0 €R} (4.47)
Ry = {ov® : 0 €R} (4.48)

Para un sistema no homogéneo el diagrama de fase se desplaza “del origen al punto de equilibrio”.

Ry ={z* +ov' : 0 €R} (4.49)
Ry = {z* +0v? : 0 € R} (4.50)

4.9.3 Atractor \{ < A\ <0

Independientemente del punto inicial

O

o Si 20 estd en Ry, entonces ¢y = 0 y la trayectoria se acerca al punto de equilibrio sobre la misma recta.

o Si 20 estd en Ry, entonces ¢; = 0 y la trayectoria se acerca al punto de equilibrio sobre la misma recta.

o Si 2% no estd en R, ni Ry, la trayectoria tiende hacia el punto de equilibrio, pero trata de acercarse a Rs.
Ejemplo 4.28.

Ty = —4x1 + 20+ 7

L.U2:£E1—4ZL'2+2

¥ =(2,1)
p(\) = A\ + 8\ + 15
A =-5 A=-3

(

v = (
(z1(t), 22(t)) = (
Consideremos varias condiciones iniciales

2(0) = (2.5,5)  (=0.5,—15)  (=1,4)  (6,—1)  (6.5,4.2)
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4.9.4 Repulsor 0 < A\ < Ay

Supongamos que x° # x*, cuando t tiende a infinito, 2(¢) se aleja indefinidamente del punto de equilibrio:

z(t) = 2% + ¢ Mol 4 ¢ eM2te?

lim [[(t)]| = +o0

t—o00

o Si 20 estd en Ry, entonces ¢o = 0 y la trayectoria se aleja del punto de equilibrio sobre la misma recta.

e Si ¥ estd en Ry, entonces ¢; = 0 y la trayectoria se aleja del punto de equilibrio sobre la misma recta.

e Si 2 no estd en R; ni en Ry, la trayectoria se aleja del punto de equilibrio y, para t grande, tiende a volverse paralela
a la recta Ry. Dependiendo del cociente A2/, la tendencia es més rapida o més lenta.

Ejemplo 4.29.

[ 43 —2/3
BT
2(1) = (2,1.1)

p(A) =X\ =31 +2

M =1
Ag =2

vt =(2,1)
v = (—1,1)

c; = 0.3801421
c2 = 0.0090224

Asi, z(1.8) ~ (4.27,2.63) y la grifica es aproximadamente,

T2
N ty =0
N
N
N 1,
N
N
N
N
N
N
. -y
N\ //
N -
N\ //
N z
N -7
N\ //
N ~ )
N
Rt T
PRI
PSS AN 2
// N\
// N
- N
// N
- N
Pae N
- A
- N\
N
N
N
AY
(_i >
N
R
N

Para estos valores de t, la trayectoria no parece paralela a Ry. Para valores més grandes de ¢, x(4) =~ (14.61,47.65).
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4.9.5 Puntodesilla: \{ <0< )\

e Si 2% no estd en R; ni en Ry, para valores suficientemente grandes de t, la trayectoria se aleja indefinidamente del
punto de equilibrio,

lim z(t) = (o0, £00)

t—o00
acercandose a la recta Rs.
o Si 20 estd en Ry

Jim 2(1) =

y la trayectoria permanece en la recta R;.

o Si 20 estd en Ry, la trayectoria permanece en Ry alejandose del punto de equilibrio.
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e Si 2% no estd en Ry, pero est4d muy cerca, inicialmente la trayectoria tiende hacia el punto de equilibrio, pero para
valores de ¢ més grandes, la trayectoria tendera a alejarse del punto de equilibrio acercdndose a la recta Rs.

Ejemplo 4.30.

o[ 2 -

con varios puntos iniciales:

¥ = (5.5,4), (-1,-2), (1,2), (0.2, -0.2)

;'v1:O_

4.9.6 Atractor, valores propios complejos, o < 0

M=a+p8i, a<0
)\2:04—62'

La trayectoria forma una espiral convergente hacia el el punto de equilibrio.

Ejemplo 4.31.

p(\) = A2+ 2\ + 17
A=—1+4i
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4.9.7 Repulsor, valores propios complejos, o > 0

M=a+p8i, a>0
)\2 Oé*ﬂl

La trayectoria forma una espiral divergente alejandose del punto de equilibrio.

Ejemplo 4.32.

. [-1 -8
=113 3|*

2(0) = (0.5,0.5), 0<t<15

p(A\) = A% —2X 4 101
A=1=+10i

i =0
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4.9.8 Vértice, valores propios complejos, o =0

/\12 ,BZ', a=0
Xy = —fi

La trayectoria forma una elipse centrada en el punto de equilibrio.

Ejemplo 4.33.

[ e

z(0) = (5,3)
¥ =(3,1)
p(\) = \? +16
A= +4i

4.9.9 Atractor, \; = A\, < 0, dos vectores propios

Sea A = A1 = X2 < 0. Si hay dos vectores propios independientes, E4_»; tiene dos variables libres, es decir, ninguna
variable bésica, o sea, E4_x; = 0. Necesariamente A — A\ =0, A = \I,

A0
=3
El sistema es no encadenado o separable,
{tl = )\(El + b1
i‘g = )\2172 + bQ

o sea, cada ecuacién diferencial se puede resolver por aparte.

1

Sin embargo, continuemos considerandolo como un sistema. Sean v!, v? € R?*! dos vectores propios independientes, en
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este caso, dos vectores cualesquiera linealmente independientes. Sea V la matriz cuyas columnas son v' y v2,

V=[vt Y
z(t) =" + creMol + egeMo?
z(t) = z* + eM(civt + cpv?)

o ]

z(t) = z* +eMVe
z(to) = 2°
2 =g +eMoVe
eMVe =g — g~
c= (e’\tOV)_l (2% — 2*)
c= e Moy —l(g0 _ g%
2(t) = 2 + Ve Moy —1(z0 _ 1)
z(t) = ¥ 4 Nt (20 — o) (4.51)

Un punto z(t) es de la forma 2* + o(2° — 2*), o sea, z(t) estd en la recta que pasa por z* y es paralela a z°

de otra forma, en la recta que pasa por z° y z*. Obviamente, si t = ¢, entonces z(t) = 2. Como \ < 0,

—z*, o, dicho

tlgrolo z(t) = z*.

En resumen, la trayectoria, es decir, la solucién, arranca de z° y, en linea recta, se acerca a x*.

Como los vectores propios pueden ser cualquier par independiente de vectores, no tiene sentido dibujar las rectas R; y Rs.
Ademas la linea de fase @1 = 0 es simplemente la recta vertical 21 = —b;/A. De manera andloga, la segunda linea de fase
es la recta horizontal zo = —by/A.

La deduccién de (4.51]) se hizo tomando un par cualquiera de vectores propios indpendientes. En particular hubiera podido
ser el par de vectores de la base canénica, (1,0) y (0,1). Asi, la matriz V es la matriz identidad y la deduccién es ligeramente
més corta. Obviamente el resultado final, (4.51)), es el mismo.

Ejemplo 4.34.

La solucién:
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1 =0

r q

En la gréfica también estd la trayectoria si x(2) = (5,2). <

4.9.10 Repulsor, 0 < A\; = )y, dos vectores propios

Con el mismo razonamiento anterior, la solucién es
l‘(t) = + eA(tftg)(xO . ZE*)

Para t = t; se obtiene 20, la trayectoria empieza en z°. Para t > ty, como A > 0, entonces e}~ > 1 y a medida que t

aumenta x(t) se aleja de x° en la direccién opuesta a donde esta x* permaneciendo en la recta que pasa por x* y por z°.

Ejemplo 4.35.

1
331:51‘1—1

1 1
$2—§$2—§

La solucién:
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1 =0

J L

N

En la grafica también estd la trayectoria si 2(1.5) = (1,—1). <

4.9.11 Atractor, \; = A3 < 0, un vector propio

Sea v el vector propio asociado a A = A\; = Ay < 0. Cualquier otro vector propio es multipo de v. La solucién general es

=z +ceMu+ czekt(tv +u)

* 4 e/\t(cl + cot)v + coeMu

=

8

—~

=
|

Si 20 estd en la recta R, = R = {2* + ov : 0 € R}, es decir, c; = 0, la trayectoria es una linea recta hacia el punto de
equilibrio. Si 2° no est4 en la recta de v, la trayectoria se acerca hacia el punto de equilibrio y al mismo tiempo hacia la
recta R,. La trayectoria nunca corta la recta R,,.

Ejemplo 4.36.

5 +2
T _ = —
1 5331 5352
4 7 .
xro 5561 5172

x(1) = (=2,1),  (45,4), (6,15),  (2.5,5)

z* = (3,1)
p(A) =M +2\+1
A= =—1

v=(1,2),  u=(5/20)
z(t) = 2" + cre v+ cae” (v + u)
Tim a(t) = (3,1)
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4.9.12

Repulsor, 0 < A\; = Ay, un vector propio

21 =0

Sea v el vector propio asociado a A = A; = A > 0. Cualquier otro vector propio es miultipo de v. La solucién general es

Si 2° = z* entonces x(t) = z* para todo t. Sea 20 # x*,

:E(t)—m + creMv + e (tv + u)

At

x(t) =a" + e’\t(cl + cot)v + cee™u
donde (A —AX)u=
hm [lz(t)]| = six? # 2"

si 29 estd en la recta R, =

trayectoria siempre esté en la recta R, y se aleja sobre R, del punto de equilibrio.

{z* + ov:0 € R}, es decir, co =0, la

Si 2Y no est4 en la recta R,, la trayectoria se aleja indefinidamente del punto de equilibrio siguiendo aproximadamente la
direccién determinada por los sectores definidos por las dos lineas de fase. Al mismo tiempo la trayectoria trata de tomar
una direccién “paralela” y en el sentido de una de las dos semirrectas de R,.

Ejemplo 4.37.

o [13/5 —9/10} +_[

z(0.1) =

2/5  7/5
(0.5,2),

z* = (1,1
p(A) =A% — 4\ +4
A=A =2
=3,2)
= (5,0)

7/2}

-1
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i1=0 P

4.9.13 )\ < Ay =0, muchos puntos de equilibrio

Si un valor propio de A es Ay = 0, entonces A no es invertible. El sistema Ax + b = 0 puede tener un nimero infinito de
soluciones o ninguna. Estamos en el caso en que hay un nimero infinito de puntos de equilibrio.

Las dos lineas de fase ay1x1 + a12002 = b1y a9121 + agexs = be son idénticas. Sea L esa recta.

Sea v un vector propio asociado al valor propio A < 0 y v° un vector propio asociado a A9 = 0. El vector v° es paralelo a
la recta L. Como no hay un tnico punto de equilibrio, las rectas paralelas a los vectores propios indican simplemente una
direccién y se pueden dibujar pasando por cualquier punto, en particular pasando por el origen. Sea R, = {tv : t € R},
Ry = {tv” : t € R}. No es necesario dibujar la recta Ry, es paralela a L.

Dado un punto inicial 2°, la trayectoria serd en linea recta paralela a R, y tiende hacia la recta L. Para un z° dado, el
punto de equilibrio z*, serd el punto de interseccién entre la recta L y la recta {20 + tv}.

z(t) = z* + ceMu

O:

Obviamente si 20 est4 en L, es decir, 2 x*, la trayectoria no se mueve del punto.

Ejemplo 4.38.

Para 2° = (—2,3), el punto de equilibrio es 2* = (=3.4,—1.8). Para 2° = (1,—2), el punto de equilibrio es z* = (2,0).
Para 2° = (4,2), el punto de equilibrio es z* = (3.2,0.4).
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vRU

4.9.14 )\g =0 < A, muchos puntos de equilibrio

Los conceptos son, en su mayoria, analogos a los del caso anterior. La diferencia principal es que las trayectorias se alejan
indefinidamente del punto de equilibrio.

Si un valor propio de A es Ay = 0, entonces A no es invertible. El sistema Ax + b = 0 puede tener un nimero infinito de
soluciones o ninguna. Estamos en el caso en que hay un ntimero infinito de puntos de equilibrio.

Las dos lineas de fase ay121 + a1202 = b1y a9121 + agexo = be son idénticas. Sea L esa recta.

Sea v un vector propio asociado al valor propio A > 0 y v° un vector propio asociado a A\g = 0. El vector v° es paralelo a
la recta L. Como no hay un tnico punto de equilibrio, las rectas paralelas a los vectores propios indican simplemente una
direccién y se pueden dibujar pasando por cualquier punto, en particular pasando por el origen. Sea R, = {tv : t € R},
Ro = {tv? : t € R}. No es necesario dibujar la recta Rg, es paralela a L.

Dado un punto inicial 2°, la trayectoria serd en linea recta paralela a R, y se aleja de la recta L. Para un z' dado, el
punto de equilibrio x*, serd el punto de interseccién entre la recta L y la recta {2° + tv}.

z(t) = 2* + ceMo

0

Obviamente si 2° estd en L, es decir, 2 = z*, la trayectoria no se mueve del punto.

Ejemplo 4.39.

>
|

6, Ao=0
v=(

-1,2), 2°=(1,1)

Para 2° = (—1, —2), el punto de equilibrio es z* = (—1.5, —1). Para 2° = (1,2), el punto de equilibrio es z* = (7/6,5/3).
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4.10 Sistemas no homogéneos. Una generalizacion

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
i = Az + b(t) (4.52)

Es decir, el sistema homogéneo, & = Ax es de coeficientes constantes, pero ahora, en el sistema no homogéneo, b depende
de t, no es de coeficientes constantes.

La solucién general del sistema homogeneo & = Ax se puede escribir
xp =Y(t)c (4.53)

La matriz ¥ = U(t) es una matriz fundamental y el vector columna c es el vector de constantes. Las columnas de ¥
son soluciones independientes del sistema homogéneo.

4.10.1 Variacién de parametros

En el método de variacién de parametros se supone que una solucion particular del sistema no homogéneo es de la
forma

xp = U(t) u(t) (4.54)
Entonces, derivando y remplazando
Uy + Uu' = AVu + b(t)

Como cada columna de ¥ es una solucién independiente de & = Ax, entonces

U = AU
AWy + V' = AVu + b(t)
W' = b(t) (4.55)

El vector u’ se puede obtener resolviendo el sistema anterior o por medio de

u' =T b(t) (4.56)
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Entonces

Ejemplo 4.40.

u:/u’:/\llflb(t)

Ty =Vu
z=VYec+Vu

. 3 1 " 2¢e3t
T=1_4 —9|” 3et

ot =
_%e—Qt _%e—Qt
1
3

Lodt | 1.2t
. 6 2
u= [ U b(t) =
—8et 4 et
1.3t 1.t , 8.3t  _t
€ 5€ —+ 3€ [
Tp = VYu =
%e3t+2€t_%63t+et
5.3t 3.t
2€ 2¢
Tp = ‘
—2e% 4 3¢t
-1 -1 Sedt — et
T =ce —i—cze?t + &
4 1 —2e3t 4 3¢t

4.10.2 Coeficientes indeterminados

La idea es la misma utilizada en ecuaciones diferenciales lineales ordinarias. Es necesario suponer la forma de la solucién
particular que depende de uno o varios vectores, los coeficientes. Se obtiene la derivada, se remplaza en el sistema y, si la
suposicion es correcta, se determinan los vectores y por ende la solucién particular.

Si la suposicion es inadecuada aparecen problemas al tratar de calcular los vectores.

Suponer la forma de la solucién particular es relativamente fcil cuando cada entrada de b(t) es un polinomio, una expo-
nencial, senos, cosenos o sumas de los anteriores.

Ejemplo 4.41.
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M=-1, =2

[ |

|1 —1
Ty = c1e t[ 4:|+6262t|: 1]

Supongamos que la solucién particular tiene la forma

z, =e*D+ e

E

donde D y E son dos vectores (en este caso 2 X 1). Entonces, derivando y remplazando en el sistema de ecuaciones

diferenciales

3¢3D +e'E = A(e3'D + ¢'E) + {

33D + ' E = 3 AD + ¢! AE + €3¢ B] +et [

e (3D — AD) = ¥ m

0
(31— A)D = g
De manera analoga
(I— A)E = g
Para el primer sistema la matriz ampliada es
[0 -1 2}
4 5 0
v la solucién es
o= %]

Para el segundo sistema, la matriz ampliada y la solucién son:

ST

et [ [

Entonces

-2
Ejemplo 4.42.

[ 3 1
x[_4 _2]x+

2€3t
3e!

~3/2
3

8
>
I
o
A%
9]
|
| — |
|
N
| I
+
Q
™)
]
S
&~
1
I
J—
—_

|

|

|
&

3e

|
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Derivando y remplazando en el sistema de ecuaciones diferenciales

2¢*'D = A(e*'D) + &% E]

2e?'ID — e** AD = * E]
e*(2I — A)D = e* B]
(2 — A)D = m

Matriz ampliada del sistema

-1 -1 2
4 4 3

iEl sistema de ecuaciones es inconsistente! Esto quiere decir que la suposicién de la solucién particular no fue adecuada.
La razon es simple, la suposicién hecha tiene que ver con segunda parte de la solucién general del sistema homogéneo. En

este caso, la suposicién adecuada es
z, =te?*D + *'E

Derivando y remplazando:

2te*' D + ¥ D + 2e*'E = A(te* D + e*' E) + H

2D + D+ 2E = tAD + AE + E}
2D = AD
D+2E = AE + [:ﬂ
(21 — A)D =0

ID + (21 — A)E = m

Las dos ultimas igualdades forman un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas. Su matriz ampliaada es:

-1 -1 0 0 0
4 4 0 0 0
1 0 -1 -1 2
0 1 4 4 3

La solucién:

o[ s[4

~11/3 0
— kA

e [ 4 v ]
4.11 Utilizacién de la exponencial de una matriz

SizeR

2 3

x Oodfk
& :1+I+?+§+:;ﬁ

(4.60)



Héctor M. Mora E. Temas de Matematicas para Economia

125

De manera analoga, si A € R"*" se define la exponencial de la matriz, e* € R?»*™:

A2 A3 >, A*
A

— T+ A+ = 4= il
e + —|—2+3!+ k:Ok!

Propiedades (algunas son consecuencias triviales de otras):

=1

A+B _ A B

ele A =1

e siempre es invertible

() = et

det(e?) = et

e = (e4)"

eBAB™ = BeAp~1 si B es invertible
eteB = eBel si AB = BA

si D es diagonal, e” es diagonal, y e
d

— €

dt
||€A|| SeHAII

tA :AetA

En Scilab y Matlab la exponencial de una matriz se calcula por medio de
expm(A)

Por ejemplo

A 2 -4 oA 17.854086 —8.925804
=2 =5’ —4.462902 2.233930

Si se utiliza exp(A), calcula una matriz cuyas entradas son e%.

4.11.1 Ecuacién diferencial ordinaria lineal con coeficientes constantes

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial ordinaria, donde z = z(t), a € R

T =ax
l‘(to) = XTo

La solucién general es

Al tener en cuenta la condicién inicial,

La anterior solucién es vélida, ain si a = 0.
Consideremos ahora la ecuacién diferencial no homogénea, con a # 0,

T=ar+b

Z‘(to) = X0

(4.61)

(4.66)
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La solucién general es

b
r=ce — - (4.69)
a
Teniendo en cuenta la condicién inicial,
b —toa
c=(xo+—)e " (4.70)
a
b
z(t) =ce™ — = (4.71)
a

4.11.2 Sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes

&= Ax (4.72)
z(tg) = 2°
Aqui, A € R™*" z, & y 2° son vectores columna. De manera andloga a (4.65)), la solucién general es
z=ec (4.73)
conc=/[c; cg -+ c¢u])" un vector columna. Al tener en cuenta la condicién inicial,
_ ( toAY ™1 0
c= (e ) x
c=e A0 (4.74)
z(t) = e (4.75)

La aplicacién directa de esta férmula, con software que permita calcular e permite calcular rdpidamente el vector  para
un t dado.

Ejemplo 4.43. Calcular x(1.5) para la solucién del sistema
[ 2 -4 I3
T = {_2 _5] x, z(1) = {5}

_ {1031.006822}, el~5A—[ 80.015242 —40.007559}’ a 5)_[ 2.119095} o

2061.963857 ~ | —20.003780 10.002013 —0.243498

En Scilab se puede escribir:

A=[2 -4; -2 -5]

t0 =1

x0 = [3; 5]

¢ = expm(-t0*A)*x0
t=1.5

xt = expm(t*A)*c

La férmula (4.75]) permite, para un ¢ dado, calcular z(t) pero no da una expresién analitica de z(¢) y no permite hacer un
estudio cualitativo de la solucién. Por ejemplo no se sabe qué pasa cuando ¢ tiende a infinito.

4.11.3 Sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes

T=Ax+0b (4.76)

z(to) = 2°
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con det(A) # 0. De manera andloga a (4.71)), la solucién general de (4.76]) es

c=e A0 —2%) (4.77)
z(t) =x* +ele (4.78)
donde z* es el punto de equilibrio, Az* = —b o z* = —A"b.
Ejemplo 4.44.
L[99 1o —6/5
i=go| -1 -2 2| | 15
11 -11 1 6/5
3
z(l) =12
1

Este problema es el mismo planteado en el ejemplo .7} Alli aparecen aproximaciones, con dos cifras decimales, de la
solucién parat =1, 1,2, 1.4, ..., 3.

Las sigientes ordenes de Scilab (o de Matlab) permiten calcular x(3).

A=1[-9 11 -21; -1 -21 21; -11 -11 1]1/10
b= [-6 ;11; 6]/5

xeq = -A\b

t0 =1

x0 = [3; 2; 1]
c = expm(-t0*A)*(x0 - xeq)

t =3
x = xeq + expm(t*A)*c

El resultado es:

2.9747269
-1.4333858
-2.9014644

4.11.4 Matriz diagonalizable

Sea A diagonalizable, sea V' la matriz cuyas n columnas son vectores propios linealmente independientes y sea D la matriz
diagonal cuyas entradas diagonales son los valores propios correspondientes, en el mismo orden, a las columnas de V.

A=V DVt



128 CAPITULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 128

Por facilidad para la presentacién supongamos que A € R2*2

V=[! Y
a0
o-ly )
z=ee

r =V tPVT,

z=VetPvVlc

etM 0 _
r= [0l o] { ) ew} (V1o
T = [e/\ltvl e>‘2t1}2} ¢
T = [6)\115,01 e/\ztv2} |:§1:|
x = éeMtyl 4 Getty? (4.79)

Esta dltima igualdad es exactamente la misma (4.24) cuando n = 2. Cuando A no es diagonalizable es necesario utilizar
la forma candnica de Jordan, tema fuera del alcance de este documento.

4.12 Linealizacion

Sea f: R™*! — R"¥! es decir,

A6
fa)=|".
fi RV SR

Si todas las funciones f; son diferenciables, la matriz jacobiana de f en el punto Z es:

[Of1 of1,_ of
aml( ) 8952( ) ami( )
o TN CE N 16
Ji(z) = 81:1 0xo 8zn
afn afn Ofn ,_

La aproximacion de primer orden de f en el punto Z, llamada también aproximacién afin o aproximacién lineal es

f(x) = L(z) = f(Z) + Jy(T)(x — Z) (4.80)
En particular si se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo,
se puede aproximar por el sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes
&= (53) + Jp(T)(x — 7)
c= (f) (z)z

Si se considera el (un) punto de equilibrio

t=Jp(@)z — Jp(a™)z" (4.83)
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Si el punto de equilibrio es el origen, la aproximacién de (4.81])

&= Ji(0)x (4.84)
Ejemplo 4.45.
T, = —2x1 + 322
Ty = —— + 229
Ty

1 >0, 2 >0

El punto de equilibrio es z* = (1.5, 1).

-2 3
Jp(z) = | 3 2
ot

i) = [4_/3 2}

Sistema aproximado (vélido suficientemente cerca al punto de equilibrio)

) =L ] )L ][]
=L ] ] ]

x* = (1.5,1) obviamente es el mismo.
p(A) =A% -8

A =—V8

A= V8

v! = (-3.6213,1)

v? = (0.6213, 1)

Para este sistema aproximado, el punto de equilibrio es un punto de silla. Salvo si el punto inicial estd sobre la recta R,
x(t) se aleja del punto de equilibrio acercdndose a la recta Rs.

4.13 Métodos numéricos

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria
Y = flz,y)
y(fl?o) = Yo

Algunas veces no se puede resolver la ecuacién diferencial, o es muy dificil, o simplemente no sabemos hacerlo o nos parece
muy dispendioso.

Cuando no se tiene la solucién analitica o exacta, la solucién numérica de la ecuacién diferencial consiste en encontrar
aproximaciones numéricas de algunos puntos (z;, y(z;) ) de la solucién. Por ejemplo

Yy =22% —dx+y
y(1) = e — 2 ~ 0.7182818

Su solucién exacta es y = e* — 2x2. Su solucién numérica puede ser la tabla de valores
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[ @] 9(@) |
1.00 | 0.7182818
1.25 | 0.3734236
1.50 | -0.0020198
1.75 | -0.3463378
2.00 | -0.5804641
2.25 | -0.6030946
2.50 | -0.2844337
2.75 | 0.5418193
3.00 | 2.0887372

Obsérvese que y(3) = 2.0855369, es decir, en la tabla hay un pequefio error. El error serd mas pequenio o més grande
dependiendo principalmente del método utilizado, del paso (diferencia entre dos x; consecutivos) y de la misma ecuacién
diferencial.

Hay muchos métodos, todos tienen ventajas y desventajas. Entre los mas populares, el método de Euler, métodos de
Runge-Kutta, método de Runge-Kutta-Fehlberg, Adams-Bashforth, Adams-Moulton, ...

De todas maneras, si es posible, es preferible tener la soluciéon analitica o exacta de la ecuacién diferencial.

4.13.1 Método de Euler

Los métodos para ecuaciones diferenciales ordinarias se pueden generalizar facilmente a sistemas de ecuaciones diferenciales.
El primer método es el método de Euler. Es el papa de la mayoria de los métodos. Es el més sencillo pero también es el
de mayor error. Generalmente, a mayor simplicidad, mayor error; a mayor complejidad, menor error.

T = f(t,x) (4.85)
x(ty) = 2° (4.86)

x(to + h) = z(to) + hf(to,z°)

z(to + h) ~
zt = 2% + hf(ty,z°)
ti=to+h

x(ty +h) = x(ty) + hf(ty,zt)
22 = a' + hf(ty, xt)

ti=to+ih (4.87)
z(t;) ~ 2 (4.88)
ot =2t 4 hf(t;, 2" (4.89)

Esta ultima férmula es la formula del método de Euler. El valor h es un valor positivo pequeno, entre mas pequeno sea
h, habrda menos error pero seran necesarias mas iteraciones para encontrar aproximaciones de la solucién en un intervalo
dado.

Para el siguiente sistema

T=Ax+b (4.90)
z(tg) = a° (4.91)

las férmulas del método de Euler se traducen en:
ti=to+ih (4.92)

= 2" + h(Az" + ) (4.94)
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Ejemplo 4.46.

Obtener, por el método de Euler, aproximaciones de z(1.1), z(1.2), x(1.3), z(1.4), z(1.5).

=11
sy ~at= [Sor (1255 3]+ [3)) = 123
ty = 1.2

2=t =[5 vor ([ 2] L)+ [5) - s

s - (19 o ([ 8][4 [2]) - 22
= (132 won (259 [22 [2]) - [
1= (1] o ([ 9] o] [1]) - [

Utilizando los resultados tedricos, x(1.5) ~ (1.367880, 2.367880). Si se hubiera utilizado h = 0.01, entonces z(1.5) ~ 250 =
(1.3641607, 2.3641697). ©

En Scilab la funcién ode aplica métodos numéricos muy buenos para resolver ecuaciones diferenciales o sistemas de
ecuaciones diferenciales (obtener aproximaciones numéricas de los valores de la solucién en diferentes valores de t).

4.14 Ejemplos en economia

Ejemplo 4.47. Tomado de [Esc04]

K(t)=1(t) — 6K(t)

1
h(t) = m(t) — ——=
(t) = (r+ 8)m(t) - s
donde
K(t) = stock de capital
I(t) = inversién bruta
0 = tasa de depreciacién del capital
r = tasa de interés
m(t) = al(t), a>0 funcién auxiliar,
funcién de valoraciéon marginal corriente.
Remplazando

K(t) = —0K(t) + %m(t)

(t) = =g * (r +Om()

El anterior es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, por el término 1/K(t).
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En el espacio (K, m) (K en el eje horizontal, m en el eje vertical), las lineas de fase son:

K(t)=0, m(t) = ad K (t) una recta que pasa por el origen (4.95)
1

m(t) =0, m(t) = m

una hipérbola

El punto de equilibrio (K*,m*) corresponde al corte de estas dos lineas de fase, es decir, a la solucién del sistema de dos
ecuaciones con dos incdégnitas (4.95)).

1
K(t) = ———F+—
WK = T R®D
. 1
K= ad(r +9)
m* = ad 1 =4/ a9
ad(r+6) Vr+é
m m=20 K=0
—\ + L) +/—




Capitulo 5
Optimizacién dinamica

5.1 Control 6ptimo

5.1.1 Introduccién

Problema general de control 6ptimo

max J(x,u) / flt,z(t),u(t)) dt (5.1a)
(t) = g(t, z(t), u(t)) (5.1b)
Z(to) =X (51C)
2(T) =xr u otra condicién terminal (5.1d)

Datos:
valores reales: tg, T, xo, [xT],

funciones: f,

Variables o incégnitas:
x = x(t), variable o funcién de estado,
u = u(t), variable o funcién de control.

J es una funcién que depende de las funciones = y u. Las funciones definidas en un conjunto de funciones (las funciones
cuyos pardmetros son funciones) reciben el nombre de funcional, es decir, J es un funcional.

Ejemplo 5.1.

1
max / (x4 u)dt
0

i=1-u?
xz(0) = 0.9
En este ejemplo sencillo tg = 0, T' =1, zg = 0.9. Como no esté definido el valor z(T") = z(1) se dice que z(T') es libre. <

Ejemplo 5.2. Maximizar consumo total [Anitall] , pdg 65

Ejemplo 5.3 (Escobar p. 208). Maximizar la ganancia total a tiempo presente, en un periodo [tg, T]. La ganancia en
el instante ¢ estd dada por

T1(t) = log(K (£)) — %a([(t))Q, a0

133
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donde
K(t) = stock de capital
I(t) = inversién

Se supone que el capital se deprecia a una tasa d, es decir,

K(t) = I(t) — 6K(t)

En resumen,

r

La expresién e~ en la integral se utiliza para hacer el célculo a tiempo presente, siendo

r = tasa de interés de descuento

5.1.2 Principio del maximo de Pontriaguin

Para el enunciado de este principio se requiere la definiciéon del hamiltoniano del problema:
H(t,x(t), u(t), A1) = f(&,x(t), u(®) + At)g(t, 2(t), u(t)) (5.2)

andlogo al lagrangiano. La funcién A = A(t) recibe, algunas veces, el nombre de variable de coestado.

Notacién:
O0H
H,=—
Ox
0H
H, = —
ou

Teorema 5.1. Principio del mdzimo de Pontriaguin (Pontryagin), PMP. Condiciones necesarias de primer orden:

Sean
UCR, u:U =R, continua por partes en [0,T],
f, g funciones C*.

Si x*(t) es una trayectoria dptima y u*(t) es un control dptimo, entonces existe \(t), funcién C*, tal que

H .
o %—(t,x* (), u"(t),\(t)) = =A(t), salvo en las discontinuidades (5.3)
x
o u*(t) mazimiza H(t,z"(t),u(t), A(t)), luego para muchos casos:
H
O (1), (1), A1) = 0 (5.4

Las igualdades y se pueden escribir simplemente
H, = -\ (5.5)
H,=0

teniendo en cuenta que las derivadas parciales de H con respecto a  y a u se calculan en (¢, 2*(t), u*(¢), A(t)).

La restriccién se puede escribir & = H) y asi se tienen tres igualdades
H, = -\
H,
Hy=1

Condiciones de transversalidad o condiciones terminales. Con los supuestos del principio del maximo de Pon-
triaguin:
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CONDICION
a) T fijo, z7r fijo
b) T fijo, xr libre XT)=0
¢) T libre, z7 fijo H(T,z*,u*,\) =0
d) T libre, z7 libre ANT)=0, H(T,z*,u*,\) =0
e) T fijo, apr > = MT)>0, MT)(zr—2)=0
f) T <T, zr fijo, H(T,z*,u*,\) >0, H(T,z*,u*,\)(T—T)=0

En resumen, (en la mayoria de los casos): Si zr es libre,

z = g(t,z,u)
z(to) = =z
H, = —A
H, =0
AXT) =0
Si z7 es fijo,

z = g(t,z,u)
z(tg) = xo
x(T) = zr

H, = —\
H, =0

5.1.3 Ejemplos de aplicacion del principio del maximo
Ejemplo 5.4. Encontrar z(t), u(t), A(t) que cumplan el PMP.

4
max / (22 + 4u)dt
3

& =2—5u?

z(3)=1

Solucién:
H(t,z,u, \) = 2z + 4u + \(2 — 5u?)

Las condiciones del problema més la aplicacién del principio del méximo y la condicién de transversalidad, A(T') = 0, dan:

z(3)=1
H,=2=-X\
H,=4—10\u=0
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Entonces:

A=—-2
At) = =2t +C
0=-2x4+C
C=8

A() = —2t + 8

4 0.4 0.4

YTIox T A T Tor+s
i ~0.2
=5

—0.2\?
P
T 5(t—4)
0.2
o 02
* (t - 4)?
0.2
—2%4+ = 4D
T +t—4+
1=2(3)
0.2
1=2.34—=4D
Bt gt
D=-48
0.2

() = 2% 4+ —— 4.

x*(t) +t—4 8

Ejemplo 5.5. Encontrar z(t), u(t), A(t) que cumplan el PMP.

1
max / (ux — u?® — z%)dt
0

T=x+u
z(0.5) =2

Solucién

H(t,z,u,\) = ur — u® — 22 + Mz + u)

H, = —)\ condicién necesaria

u—2r+A=-X\

A(1) =0 por cond. de transversalidad

H, =0 condicién necesaria

zT—2u+A=0
T+ A
u:
2
x;)\721‘+)\:*}\
: 3 3
A=—-xz— =\, A1)=
Cr= DA A1) =0
jc—x+x+)\
B 2
3 1

2% + 5)\, x(0.5) =2

3-fe v
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Polinomio caracteristico p(o) = o? — 3, valores propios: —v/3, v/3. Vectores propios

Condiciones, z(0.5) =2, \(1) =

. [—0.1547005 . [2.1547005
= N 1

[:ﬁ] Gy eV [0.154700?} Ly eV [2.154700?]

0

2 = Cye™V3/2(—0.1547005) + Cy V3% x 2.1547005
0= C’lei\/5 + 02 6\/3

2 = —0.0650701 C + 5.122677 C,
0 =0.1769212 C; + 5.6522337 C5

Cy = —8.872499

Cy = 0.277719
(t) = 1.3725804 ¢~ V3" 4 0.5984015 ¢¥3?
A(t) = —8.8724989 ¢~ V3" 4 0.2777191 V3"
ult) = (x(t) + A(t))/2
u(t) = —3.7499593 ¢ V3 + 0.4380603 ¢ V3!

Ejemplo 5.6. Encontrar z(t), u(t), A(f) que cumplan el PMP.

Hamiltoniano:

Principio del maximo

Condicién de transversalidad

Resumen de condiciones:

Derivando (5.9)

5
max/ (2zu + u?) dt
0
T
z(0) =6

H=2zu+u?+ M

Hw:2u:—)'\
H,=2x4+2u+X=0

A(5)=0
T=u
2u=—\
2c4+2u+A=0
z(0) =6
A(5) =0

2% +2u+A=0

A A
_ o © oo
_ T = = =
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Utilizando (5.7))
2u+ 20+ X\ =0
Utilizando ([5.8])

2u + 24+ (—2u) =0

20 =0
u=0
u=C (5.12)
Utilizando (5.7))
z=C
x=Ct+D (5.13)
De (5:3)
A= —2u
A= —2C
A=-2Ct+FE
Utilizando (5.11))
A(b)=0
—10C+E=0
E =10C
A= —2Ct+10C (5.14)
De (13) y (E10)
z(0) =6
C-0+D=6
D=6
z=Ct+6

Usando (£9), (12)

2r+2u+A=0
2(Ct+6)+2(C)+ (—2Ct+10C) =0
2Ct+124+2C -2Ct+10C =0

124+12C =0
C=-1
FE=-10
Resumen de resultados
r=—t+6
u=—1
A=2t—10
Se puede verificar que cumplen (5.7)), ..., (5.11).
Otra forma
=u
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Como
u=—x—\/2
T=—x—\/2
A=2z+\

Sistema de ecuaciones diferenciales

| —

[UNFTH

| S|
Il

RN

plt) =t
valores propios: 0, 0

m.a.(0) =2, m.g.(0) =1

[
(A-0Nu=v
0
e [2e (L)
Condiciones z(0) =6, A(5) =0
6=—-C1+Cs
0 =2C; + 100,
Ci=-5
Cy=1
z(t) = —=5(—1)+1(—-t+1)
x(t)=6—t
At) = =5(2) + 1(2¢t)
A(t) = —10+ 2t
u(t)=—(6—1)— (-10+2t)/2
u(t) = -1

Ejemplo 5.7. Chiang p. 173. Encontrar z(t), u(t), A(t) que cumplan el PMP.

2
max/ (2x — 3u)dt
0

T=x+u

H=2x—3u+ Az +u)
H=02+Nz+(A-3)u

0JO, demasiado répido

Hy=(M—-3)=0
A =3 (no cumple condicién A(2) = 0)
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Retomando el principio del méximo de Pontriaguin

u maximiza H
si A—3>0, entonces u* =2

si A—3<0, entonces u* =0

H, = —A
24+ A= -\
AA=-2
)\gh:Ce_t

A = —2
At)=Ce™ " -2
A2)=0

C = 2¢?

At) = 2e?e " —2

(Cuando A(t) =37

2%t —2=3
t =1.0837
Sea 0 <t <1.0837, u* =2
rT=x+u
T=x+2
x=Cet -2
x2(0) =4
C=6
z(t) = 6e’ — 2
Sea 1.0837 <t <2, u*=0
T=x+u
T=ux
x = Det

{Qué condicién para calcular D ? Continuidad en ¢ = 1.0837

661'0837 —9= D61AO837

D =5.3233
En resumen:
Si te€[0,1.0837] z(t) = 6e' — 2
u(t) =2
At) = 2e%e™t -2
Si t e [1.0837, 2] z(t) = 5.3233 '

Problemas de este tipo reciben el nombre “bang-bang”.
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5.1.4 Otras formas del problema

El problema de control 6ptimo estudiado,

max J(x,u) / ft,z(t),u(t)) dt (5.15)
&(t) = g(t, x(t), u(t))
Qi(to) = X0

z(T) = zp u otra condicién terminal

se conoce como la forma Lagrange.

Otra forma es la de Bolza (Oskar Bolza es un matemadtico alemdn, 1857-1942)

T
max J(z,u) = ( f(t,w),u(t))dt+S<x<T>>> (5.16)
T,u to
o(t) = g(t, x(t), u(t))
I(to) = X0
z(T) = zp u otra condicién terminal
La tercera forma es la de Mayer:
max J(z,u) = S(x(T)) (5.17)
&(t) = g(t, z(t), u(t))
Z(to) =T
2(T) =z u otra condicién terminal

Se puede mostrar que las tres formas son equivalentes, es decir, cada una de las formas, mediante transformaciones
adecuadas, se puede convertir en otra de las formas [Cerl2], p. 115.

5.1.5 Condiciones suficientes

Teorema 5.2. Teorema de Mangasarian. Si x*(t) y u*(t) cumplen las condiciones necesarias para el problema de
control dptimo (5.1) y ademds f y g son diferenciables y concavas en las variables (x,u) y si ademds, A(t) > 0 en [to, T
cuando g no es lineal en x o en u, entonces x*(t) y u*(t) son solucién del problema de control dptimo.

En los ejemplos resueltos, cuando se aplicé el principio del méximo, las funciones obtenidas, (t) y u(t), son simplemente
funciones que cumplen condiciones necesarias, es decir, son funciones candidatas a solucién del problema (5.1). Ahora
bien, si esas funciones cumplen las condiciones suficientes, entonces hay certeza de que son la solucién del problema.

Ejemplo 5.8. Retomemos el ejemplo

4
max / (22 + 4u)dt
3
i =2-5u’
z(3) =1

Claramente las funciones f y g son diferenciables. La funcién f es lineal en = y u, luego es céncava (también convexa). El
hessiano de g, con respecto a x y u es

0 0

0 -10

Esta matriz es semidefinida negativa, luego g es céncava. Como g no es lineal en x y u, se requiere verificar que A(t) > 0.
En el ejemplo, A(t) = —2t + 8, que cumple A(¢) > 0 en el intervalo [3,4]. Entonces las funciones obtenidas x(t) y u(t) son
la solucién del problema. <
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5.1.6 Generalizacién

El problema de control éptimo, en un caso mas general, puede tener n variables de estado y k controles

T

max t Flt,z1(t), ooy n(t), ur(t), ..., ug(t)) dt

L]S'I(t) = gl(taxl(t)v "'7xn(t)aul(t)a ) Uk(t))

En(t) = gn(t,21(2), ...y zn (), wr (1), ..., uk(t))

x1(tg) = x(l)

e (to) = .I?L
Hamiltoniano

n
H(t,]}l, ooy Ty Uty oeey Uk /\1, ceey )\n) = f(t,$1, ooy Ty ULy oeny uk) + Z)\igi(t, L1yeeey Ly, Ut, ,uk)
i=1

Teorema 5.3. Principio del mdzimo de Pontriaguin: Si x3, ..., x) son trayectorias optimas y uj, ..
controles dptimos para (5.18]), entonces existen A1, ..., A, tales que

OH .

=—-X\, i=1,..,n
8171' !
N « . OH )
(uy, ..., ur) mazimiza H, en muchos casos v 0, j=1,...k
Uj

Condiciones de transversalidad andlogas a las del caso simple.

Ejemplo 5.9. Encontrar z1(¢), z2(t), u(t), A(f) que cumplan el PMP.

Ir1 = T2
331(1) =2

Solucién:

Condiciones necesarias:

(5.18)

*
., Uy son
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De (5.25)
De
De
De
De

M=A

A= —At+ B

u=—At/2+ B/2

z9 = —At*/4+ Bt/2 + C

x1 = —At*/12 + Bt*/4+ Ct + D

De (5.21)) a (5.24) D=0, C=0, A=-12, B=4

Luego
A (t) = —12
Ao (t) = 12t + 4
z1(t) =3 + 2
xo(t) = 3t2 + 2t
u(t) = 6t + 2

Ademas, f, g1, g2 son diferenciables y céncavas en las variables x1, zo y u. Como g1 y go son lineales en x1, 2 y u,
entonces se cumple la condicién suficiente. Asi, las funciones 1, x2 y u son la solucién del problema.

5.2 Calculo de variaciones

En el problema de control éptimo, si la variable de control es la derivada, u(t) = &(t), se tiene el problema de célculo de
variaciones.

T
max ft,x(t), z(t))dt

.Z‘(to) =X (528)

2(T) =27 u otra condicién

Ejemplo 5.10.

2
max / (ta’ + 2'*) dt
1

Ejemplo 5.11. Distancia mds corta entre dos puntos del plano (a,c) y (b,d). Resultado muy conocido: es la longitud
del segmento de recta que une los dos puntos:

§=+/(a—b)2+ (c—d)?

Planteamiento como un problema de cdlculo de variaciones. Sea a < b. Se desea encontrar la funcién z(t), que pasa por
los dos puntos y que minimiza la longitud de arco.

max /ab (—m) dt

z(a) =¢, z(b)=d

Ejemplo 5.12. Problema isoperimétrico a). Dada una curva cerrada, de longitud fija L, definida por

x = x(s)

y=y(s)
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donde s es el parametro arco, se busca maximizar el drea encerrada por esa curva

L
max 5 [ @(a)y' () =o' ()u(s) s
2(0) = z(L)
y(0) = y(L)

Como s es el parametro arco entonces se debe también cumplir

(@'())* + (¥ ()* =1, Vseo,L]

Ejemplo 5.13. Problema isoperimétrico b). Dados dos puntos (0,0) y (a,0) y un valor fijo L > a, encontrar la curva
que va de (0,0) a (a,0), de longitud L, tal que el drea entra la curva y el eje x, sea mdxima.

max/oaf(x)da:
| ViF TR -1

Ejemplo 5.14. Braquistocrona. Dados dos puntos (a,y,) y (b, ys), con y, > yp, se busca encontrar la funcion continua
y diferenciable y = y(z) tal que al soltar un objeto en (a,y,) llegue (siguiendo la curva de y(z)) lo mds pronto posible a

(ba yb)'

La deduccién fisica da lugar a

V29 x
y(a) = Ya
y(d) =

Ejemplo 5.15 (Cerdd p. 28). Una persona desea saber cual debe ser su consumo c(t) en el periodo [0, t] para maximizar
su flujo de utilidad descontada con tasa de descuento r. Se supone conocidos ko = k(0) y k; = k(t) donde k(t) es el capital.
Es posible prestar o tomar prestado capital a una tasa de interés i. Los ingresos provienen de un salario (exdgeno) v(t) o
del rendimiento del capital prestado. La utilidad u depende de ¢, u = u(c(t)), es una funcién conocida de clase C2.

La utilidad descontada esté dada por

/0 e rhu(e(t)) dt

ademas

k=ik+v—c
luego

c=ik+v—k
entonces
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5.2.1 Condiciones necesarias, ecuaciéon de Euler. CNE.

Teorema. Si z*(t) es una funcién, solucién local del problema de célculo de variaciones (5.28]), entonces

d
T = —_— z’ .2
fo=o 1 (5.29)
de manera mas precisa,
af N Lk d |of N .
— (1t t t)) = — | ==(1 t t .
(0w, 0) = 3| S (40,5 (1) (5:0)
Condiciones de transversalidad
CONDICION
a) T fijo, zr fijo
b) T fijo, xr libre [fil,er =0
c) Tfjo, ar =17 [felier <0, [filimq (20 —2) =0
d) T libre, xr libre filier =0, [f—&fil,qp =0
e) T libre, z7 fijo f—afil,ep =0
f) T libre, z(T) = ¢(T) [f+ (¢ = &) falier =0

Observacion: La ecuacién de Euler también es condicién necesaria cuando se desea minimizar la integral.
Ejemplo 5.16. Encontrar z(t) que la cumpla condicién necesaria de la ecuacién de Euler.

2
max/ (—3tx — ?)dt
0

z(0)=2, x(2)=4

fx:_3t
fa=—2x
d
Sp 9
i’ *
=3t = —2%
g
2
3t2
t3
z(0)=2=D
z(2)=4=2+2C+2
=0
t3
t)=—+2
x(t) 4+

Ejemplo 5.17. Encontrar x(¢) que cumpla la condicién necesaria de la ecuacién de Euler.

2
max / (& + t2i%)dt
1
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0=2 [1+2t%]

dt
C=1+2t%
C—-1 .
2z *
D
2"
-D
4 E=
7 + x
F

para las condiciones dadas

4

Ejemplo 5.18. Solucién del problema de la distancia méas corta entre dos puntos

b
min / V1+z2dt

z(a) =¢, xz(b)=d

a4
Cdt 241+ a2
T
V12
CVl+it=3i
D(1 +i?) = i?
D =i%*(1 - D)
E = 3?
G=z
r=Gt+ K
x=m(t—a)+c¢ con m:dic
b—a
b
5:/ V14+m?dt
d=(b—a)V1+m?
(d—¢)?
=(b— 1
(b—a)?+ (d—c)?
= b—

§=+v(b—-a)2+(d-c)?2 ©

Ejemplo 5.19. Encontrar x(¢) que cumpla la condicién necesaria de la ecuacién de Euler.

3
max/ (—5i2 — cos(t) + t?)dt
1
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Ecuacion de Euler

Utilizando las condiciones iniciales

d
d .
0=~ (~104)
d .
O—%‘T
C=zx
Ct+D=x
C+D=14
3C+D=5
C=05
D =35

z(t) = 0.5t 4 3.5

En realidad, con cualquier funcion f(t,z,#) = Ai? + o(t), A # 0, la solucién es la misma. Unicamente depende de to, T

oy XT.

Ejemplo 5.20 (Cerdd p. 35). Encontrar x(¢) que cumpla la condicién necesaria de la ecuacién de Euler.

1

max/ (tx + 2® — 2222)dt
z(0) =2
z(1)=5
fe=t+ 2z — 4zt
fi = —227
d
t+2x — dzx = -4z
t+2x =0
x=—t/2
No cumple z(0) =2

Luego este problema de calculo de variaciones no tiene solucién.

Ejemplo 5.21 (Lomel{ p. 325). Una empresa fabrica un producto. Sea z el nivel de produccién y

c(z, i) = 2° 4 &*

la funcién de costo durante el periodo [0, 1]. El precio del producto es 4 y se mantiene fijo. La tasa de descuento es 0.1.
Sea x(0) = 0 y se busca que x(1) = 10. La empresa desea conocer la produccién que maximice la ganancia acumulada en

valor presente. Encontrar x(t) que cumpla la condicién necesaria de la ecuacién de Euler.

1
max/ e 0l (4o — 2% — i?)dt
0

I
=
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—o. d —0.1t -
e 0”(4—2‘%):% [—2e7014]

e 014 — 22) = 0.2e7 O Mg — 207015
4 — 2z =024 — 23
2% — 0.2 — 2z = —4

r—01z—2x=-2

Para resolver la ec. dif. homogénea

m?2—01m—-1=0

01001 +4
==t

m = 1.05612, —0.9512

Para la solucién particular

Ejemplo 5.22.

integrando

Usando z(0) =1

zp,=A
&y =0
=0
0-01-0—-A=-2
A=2
@ =y e 09512t | (105128 4 o

2(0)=0=cy +c2+2
2(1)=10=¢ e 09512 4 o 010512 4 o
c1 = —5.5445
co = 3.5445
x(t) = —5.5445 e 7095121 | 3 5445 ¢1:0512¢ 1 9

Encontrar x(t) que cumpla la condicién necesaria de la ecuacién de Euler.

3
max/ (zd — %)dt
0

z(0) =1, ar libre

fi:x—Qx'
x:%(x—Qx)
r+C=x—-2%
t=-C/2=D
r=Dt+FE
=F

x=Dt+1
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condicién de transversalidad

[fd:]t:T =0
[z —2&],_r =0
[Dt+1—-2(D)],_=0
[D+1],_r=0
D=-1
r=—t+1 <
5.2.2 Condicién necesaria de Legendre
Si z* es una solucién de (5.28)), entonces
fm(ﬂl'*,i}*) <0 Vte [to,T] (531)

Una versién que no exige la existencia de f;; es la siguiente.

Si z* es una solucién de (5.28)), entonces f es concava en .

Ejemplo 5.23. Consideremos el ejemplo

La funcién que cumple la ecuacién de Euler es:

t3
t)=—+2
x(t) 4+
fa::r:_2<0

Luego = también cumple esta condicién necesaria. <

5.2.3 Condiciones suficientes

Sea x* que satisface la ecuacién de Euler. Si f es céncava en (x,4) entonces z* es solucién del problema de maximizacién.

Ejemplo 5.24. Consideremos de nuevo el ejemplo [5.16}

La funcién que cumple la ecuacién de Euler es

La matriz hessiana de f con respecto a las variables (z, ) es

0 0

0 -2
Esta matriz es semidefinida negativa, luego f es céncava en (z,#). Entonces z(t) = t3/4 + 2 cumple condiciones suficientes
y es solucién del problema de célculo de variaciones. <
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5.2.4 Varias variables

En esta primera generalizacion del problema de calculo variacional, f depende de ¢, de las funciones z1, ..., x,, y de sus
derivadas de primer orden #i, ..., #,. Hay condiciones iniciales para las funciones xi, ..., z, y, dependiendo el caso,
condiciones finales o condiciones de transversalidad

T
max f, @1,y @y, &1,y ey ) dt
to
z1(to) = 29, z1(T) = xf (5.32)
Tn(to) = z% ) o (T) = IZ

Para este problema, la ecuaciéon de Euler, condicién necesaria, se convierte en

d
f-”fl - %fT1

(5.33)

d
o = g fou
Ejemplo 5.25. Encontrar z;(t), 22(t) que cumplan la condicién necesaria de la ecuacién de Euler.
1
max/ (—x1 — 2wy — &% — 4i3) dt
0

l‘l(O) = 1, xl(l) = 9/4
22(0) =0,  a5(1)=9/8

Al aplicar la ecuacién de Euler

d
—1=—(—24
g (~28)
d
9= (_8i
g (—8%2)
Entonces,
—1=-2&
—2 = —8iy
. 1
1
. 1
1
Ty = -t*+Ct+ D

8

Aplicando las condiciones en 0 y en 1,

zo(t) = <>+t &
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5.2.5 Derivadas de orden superior

Hay una sola funcién z(t) pero la funcién f depende de t, z, &, &, @, ..., (™) v hay condiciones, en to y T, para x, &, i,
(m—1)
T .

T
max/ ftz, &, &, ... x(m)) dt
to

x(tg) = o, z(T) = xp (5.34)
I(tO) = I'(), I(T) = iT
x(m'l)(to) = x(()m_l), x(m'l)(T) = :cgwm_l)

Condicién necesaria. La ecuacion de Euler se generaliza a la ecuacion de Euler-Poisson

d? d? am

d
e e (=) oy = .
fa dt.fl"’dtgfw dt?’fx + +( ) dtmfx( ) 0 (5 35)

Ejemplo 5.26. Encontrar x(¢) que cumpla la condicién necesaria de la ecuacién de Euler-Poisson.

d d?
fz‘@fu‘c‘*‘@fi—o
d d?
2% — S0+ S (—2i) =
x dt0+dt2( ) =0
2z — 22 =0

W —z=0

m'—1=0

(m? —1)(m*+1) =0
m=1, -1, 7, —i

) 3

x(t) = cre’ + coe™' + c3cost + cysent

Utilizando las condiciones de x y 2 en 0 y 1,

c1=1
co =2
c3 =3
cy =4

z(t) = €' +2e " +3cost +4sent ©

5.3 Programacion dinamica

También conocida con el nombre de optimizaciéon dindmica en tiempo discreto. Esta seccién pretende presentar la
principal idea de la programacién dinamica: toda subpolitica de una politica optima también debe ser optima. El anterior
principio se conoce como el principio de optimalidad de Richard Bellman.

El nombre de programacion dindmica se debe a que inicialmente el método se aplicé a la optimizacién de algunos sistemas
dindmicos, es decir, sistemas que evolucionan con el tiempo, cuando el tiempo es discreto o cuando se puede aproximar
adecuadamente por un tiempo discreto. Sin embargo, el tiempo no es indispensable, se requiere simplemente que los
sistemas se puedan expresar por etapas o por fases.
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Dicho de otra forma, la idea bésica de la programacién dinamica consiste en convertir un problema de n variables en una
sucesion de problemas maés simples, por ejemplo, de una variable, y para mas sencillez, una variable discreta.

Desde un punto de vista recurrenteﬂ un problema complejo se resuelve mediante el planteamiento de problemas maés
sencillos pero andlogos al problema general. Estos problemas mas sencillos se resuelven mediante el planteamiento de
problemas ain mas sencillos pero que siguen guardando la misma estructura. Este proceso recurrente se aplica hasta
encontrar problemas de solucién inmediata. Una vez resueltos estos problemas supersencillos se pasa a la solucién de los
problemas un poquito mas complejos y asi sucesivamente hasta calcular la solucién del problema general.

Aunque el principio es muy sencillo y aplicable a muchos problemas, se aplica de manera especifica a cada problema. Es
decir, no existe un algoritmo (o un programa de computador) tinico que se pueda aplicar a todos los problemas.

En lugar de presentar férmulas, definiciones o conceptos generales pero abstractos, se presentan ejemplos tipicos con sus
soluciones. Todos los ejemplos presentados son deterministas, es decir, se supone que todos los datos del problema son
conocidos de manera precisa.

5.3.1 Problema de la ruta mas corta
Enunciado del problema

El Ministerio de Obras desea construir una autopista entre la ciudad de Girardot, que denotaremos simplemente por A y
la ciudad de Barranquilla denotada porZ. Globalmente, la autopista sigue la direccién del rio Magdalena. El valle del rio
y su zona de influencia directa se dividié en una sucesién de n regiones adyacentes que, por facilidad, llamaremos R;, Ro,
... R,. La ciudad A estd en Ry y Z estd en R,. La autopista pasa por todas las n regiones, pero esta previsto que pase
solamente por una ciudad de cada regiéon. Sin embargo en algunas regiones hay varias ciudades importantes y cada una de
ellas podria ser la ciudad de la regién por donde pasa la autopista. Con este esquema, el Ministerio esta estudiando muchos
tramos de autopista, cada tramo va de una ciudad en una regién, a otra ciudad en la region siguiente. Sin embargo, de
cada ciudad en una regién no hay necesariamente tramos a todas las ciudades de la siguiente regién. Pero por otro lado,
para cada ciudad de la regiones intermedias, de la 2 a la n — 1, hay por lo menos un tramo proveniente de una ciudad de
la regién anterior y por lo menos un tramo que va hasta una ciudad de la siguiente region.

Para cada uno de estos tramos posibles el Ministerio ha calculado un costo total que tiene en cuenta, entre otros aspectos,
la distancia, las dificultades especificas de la construccion, el sobrecosto del transporte desde otras ciudades de cada regién
hasta la ciudad por donde pasa la autopista.

El objetivo del Ministerio es encontrar una sucesién de tramos concatenados, que van desde A hasta Z, con costo minimo.

Las condiciones del problema se pueden formalizar de la siguiente manera:

1Con cierta frecuencia, en lugar de recurrente, se utiliza el término “recursivo”, anglicismo usado para la traduccion de “recursive”.
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N ={A, ..., Z} conjunto de ciudades o nodos. N es simplemente un conjunto finito cualquiera (no necesariamente
un subconjunto del abecedario), en el cual estdn Ay Z.

e Ry, Ry, ...., R, forman una particién de N, es decir,

RiUR;U...UR, =N,
RZ#®7 izl,...,n
RiﬂRjZQ) si Z#]
L] Rl = {A}
o R, ={Z}.
e ' C N x N conjunto de tramos posibles (“flechas” del grafﬂ ).
e Si(i,7) € I entonces existe 1 <k <n-—1talquei € Ry v j € Ri1.
e Para 1 <k <n-—1,sii€ Ry entonces existe j € Ry41 tal que (i,5) € I'.
e Para 2 < k <n, sii€ Ry entonces existe j € Ry_1 tal que (j,i) € T.
e Si (4,4) € I' entonces se conoce c(i, j) = ¢;; > 0.
En teoria de grafos se habla de predecesor, sucesor, conjunto de predecesores, conjunto de sucesores. La utilizacién de
estos conceptos, con sus respectivas notaciones, facilita y hace méds compacto el planteamiento del problema. Si la flecha

(i,7) estd en el grafo se dice que i es un predecesor de j, y que j es un sucesor de i. Se denota por I'(¢) el conjunto de
predecesores de i y por ['" (i) el conjunto de sus sucesores. Entonces:

—(i) £ 0, Vi # A
o TH(i) £ 0, Vi # Z.
e ic€Ry =T (i))C Ry, k=2,..,n

e i€R = T7(i)C Ryy1, k=1,....,n—1.

Planteamiento del problema de optimizacién

El problema se puede presentar de la siguiente manera: encontrar i, is, ..., i, para minimizar una funcién con ciertas
restricciones:

n—1

minc(il,ig)—i-c(ig,ig)—|—...—|— (T 1,Zn Z Zk,zk-&-l

(lk,lk+1)EF k—]. —1
ik € Ry, k= 1, )

En realidad el problema depende tinicamente de n — 2 variables: 1is, i3, ..., i,_1 ya que i1 = A, i, = Z. Ademas la ultima
condicién se puede quitar puesto que ya estd implicita en las propiedades de T'.

A cada una de las ciudades de Ry llega por lo menos un tramo desde una ciudad de Rj, pero como en R; solo hay una
ciudad entonces: a cada una de las ciudades de Ry llega por lo menos una ruta desde A. A su vez, a cada una de las
ciudades de Rj3 llega por lo menos un tramo desde una ciudad de Ry y como a cada ciudad de Ry llega una ruta desde A
entonces: a cada una de las ciudades de R3 llega por lo menos una ruta desde A. Repitiendo este proceso se puede deducir
que a cada una de las ciudades llega por lo menos una ruta desde A. En particular existe por lo menos una ruta desde A
hasta Z.

2Un grafo G es una pareja G = (N,T'), donde N es el conjunto finito de vértices y ' C N x N es el conjunto de flechas
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Una manera de resolver este problema es utilizando la fuerza bruta: hacer una lista de todas las rutas posibles desde
A hasta Z, para cada ruta evaluar el costo (sumando los costos de cada tramo), y buscar la ruta (o una de las rutas) de
menor costo.

De ahora en adelante, cuando se hable del mejor (camino, procedimiento, politica, ... ) se entendera que
es el mejor, en el sentido estricto cuando hay uno solo, o uno de los mejores cuando hay varios.

Solucién por programacién dinamica

La forma recurrente de resolver este problema es muy sencilla. Para conocer la mejor ruta de A hasta Z basta con conocer
la mejor ruta a cada una de las ciudades de R,,_1. Al costo de cada ruta éptima hasta una de ciudad de R,,_1 se le agrega
el costo del tramo entre esa ciudad de R,,—1 y Z en R, y finalmente se escoge la menor suma. Definir algunas funciones
permite escribir el razonamiento anterior de manera mas corta y precisa.

Sean :

C*(Z) : costo minimo de todas las rutas desde A hasta Z.
*_1(@) : costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
cindad i € R,,_1.

n—1

Entonces la solucion recurrente dice:

Ci(Z) = min {Coa () + (i, 2)}.

Obviamente esto presupone que se conocen todos los valores Cf_(i), y entonces la pregunta inmediata es: ;Cdmo se
calculan los valores C_1 (i) ?

La respuesta es de nuevo recurrente: Utilizando los costos de las rutas minimas desde A hasta las ciudades de R, _o.

Sea :

C}_5(i) : costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad 7 € Ry _o.

Entonces la solucion recurrente dice:

;:—1(.7') = min{On—Q(i) + C(ivj) ) € Fi(.])}’ .7 € Rn—1~

Este proceso se repite hasta poder utilizar valores “inmediatos” o de muy facil obtencién. Para este problema de la
autopista, puede ser

C3(j) = (A, ), JjE€ R

donde C3(j)indica costo minimo de todas las rutas (hay una sola) desde A hasta la ciudad j € Rs.

La deduccién de la solucién recurrente se hizo hacia atrds (desde n hasta 2) pero el cdlculo se hace hacia adelante (de 2
hasta n). En resumen,

e definir una funcién que permita la recurrencia,

e definir el objetivo final,

definir las condiciones iniciales (féciles de evaluar),

definir una relacién o férmula recurrente,

calcular los valores iniciales,
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e hacer calculos recurrentes hasta encontrar la solucién

Para este problema :

C} (i) = costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad ¢ € Ry, k=2,...,n.

(_]):C(A,]), jERQ
Cra (i) = min{CE(i) +c(i,j): 1 €T ()}, 2<k<n—1, j€ R

Un planteamiento ligeramente diferente podria ser:

C} (i) = costo minimo de todas las rutas desde A hasta la
ciudad ¢ € Ry, k=2,...,n.

Crr(4) = min{Cp (@) +c(i,j): i €T ()}, 1<k<n—1, j€ Ry

La diferencia estd simplemente en el “sitio inicial”.

Resultados numéricos

Los valores iniciales se obtienen inmediatamente:

El proceso recurrente empieza realmente a partir de las ciudades de Rs:

Ci(4) = ielgil(lél){cé‘(i) + cia},

= min{C’;(Q) + 624},
= min{4 + 11},
Ci(4) = 15.

Ci(5) = i Cs (1 i5 1
5(5) ier;lzr(ls){ 5(i) + cis}
= min{C3(2) + ¢25,C5(3) + ¢35},
= min{4 + 10,5 + 12},
C1(5) = 14.
C3(6) = min {C5(i) + cis},

i€l (6)
= min{C5(2) + c26,C5(3) + 36},
= min{4 + 8,5 + 8},

C;(6) = 12.
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En resumen para la regién Rs:

Para la region Ry:

En resumen para la region Ry:

Finalmente para Z en Rs:

C3(4) = 15,
C3(5) = 14,
Cx(6) = 12

Ci(T) = min_ {C3(i) + e},

= min{C5(4) + ca7,C5(5) + ¢57, C5(6) + co7},
=min{15+ 1,14 4+ 2,12 4+ 2},

CrH(T) = 14.
C;(8) = i Ci(t i85
1(8) ier;lgr(lg){ 5(1) +cis,
= min{C3(5) + cs8, C3(6) + ces},
= min{14 + 3,12 + 4},
CL(8) = 16.

C5(Z) = ielgljf(lz){ci(i) +ciz},

= min{C’Z(ﬂ +crz, CZ(S) + ng},
= min{14 + 5,16 + 8},
C2(2) = 19.

Ya se obtuvo el costo minimo, pero es necesario conocer también las ciudades por donde debe pasar una autopista de costo
minimo. Con la informacién que se tiene no se puede reconstruir la mejor ruta. Entonces es necesario volver a resolver el
problema, pero esta vez es necesario, para cada ciudad intermedia j, no solo conocer Cj (j), sino también saber desde que
ciudad ¢* de la regién Rj_1 se obtiene este costo minimo.

Obviamente

C3(4) se obtiene viniendo de la tnica ciudad predecesora: 2.

Ci(4) =15, i* =2.
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C3(5) = min{C3(2) + c25,C5(3) + ¢35},
= min{4+ 10,5 + 12},
Ci(5) = 14, i* =2.

C;(G) = Hlln{C;(2) + Co6, C; (3) + 636},
= min{4 + 8,5 + 8},
C3(6) =12, i* = 2.

Para C}(7) = 14, el valor se obtuvo viniendo de 6.

Aunque este no es el caso, cuando hay empate (el menor costo se obtiene viniendo de dos o0 més ciudades), basta con tener
informacién sobre una de las mejores ciudades precedentes, por ejemplo, la primera encontrada.

Para C§(8) = 16, el valor se obtuvo viniendo de 6.
Finalmente, C#(Z) = 19 viniendo de 7.

Toda la informacién necesaria para poder calcular el costo minimo desde A hasta Z y poder reconstruir una ruta minima
es:

*

J1CsG) [ g [ C0) [ |l g | Ci() ||l g | C5() | it
2 4 [A4] 15 [ 27| 14 [ez| 19 [7
3] 5 |A|5] 14 [28] 16 |6

6] 12 |2

Luego segun la tabla, el costo minimo es 19. Ademads a Z se llega proveniente de 7, a 7 se llega proveniente de 6, a 6 se
llega proveniente de 2, y finalmente a 2 se llega proveniente de A. Entonces la autopista de costo minimo (o una de las
autopistas de costo minimo) es: (A4,2,6,7,72)

Solucién hacia atras
La solucion presentada en los dos numerales anteriores se conoce como la solucién hacia adelante. También se tiene

una solucién andloga hacia atras. Se busca el costo minimo desde cada ciudad hasta Z empezando con el costo desde las
ciudades en la region R, _1.

C} (i) = costo minimo de todas las rutas desde la ciudad i € Ry,
hasta Z, k=n—1,n—-2,...,1.
Objetivo final:
Ci(A) =7
Condiciones iniciales:
;;—l(j) = C(.ja Z)a ] € Rn—1~

Relacién recurrente:

Cia(i) = min {c(i,7) + Cr(j)}, n—12k>2, i€ Rp.
JET*(4)

Obviamente
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Ci4) = min {e(4.1)+Ci0)).

= min{c(4,7) + C5(7)},
= min{m}a
C;(4)=6, j"=T.

C3(5) = jerg%){d&j) +Ci0)}

= min{c(5,7) + C5(7),¢(5,8) + C5(8)},
= min{2 + 5,3+ 8},
Ci(5) =17, j* =T.

y asi sucesivamente.

iG] G0 7 1667 ilGe T
7 5 7 4 6 7 2 15 6 A 19 2
8 8 Z 5 7 7 3 15 6

6 7 7

Luego segun la tabla, el costo minimo es 19. Ademas se llega desde A pasando por 2, se llega desde 2 pasando por 6, se
llega desde 6 pasando por 7, y finalmente se llega desde 7 pasando por Z. Entonces la autopista de costo minimo (o una
de las autopistas de costo minimo) es: (A,2,6,7,7)

5.3.2 Problema de asignacién de médicos
Enunciado del problema

(Adaptacién de un ejemplo de Hillier y Lieberman). La OMS (Organizacién Mundial de la Salud) tiene un equipo de
m médicos especialistas en salud publica y los desea repartir en n paises Py, P», ..., P, para que desarrollen campanas
educativas tendientes a disminuir la mortalidad infantil. De acuerdo con las condiciones especificas de cada pais, de la
tasa de natalidad, de la mortalidad antes de los dos anos, del nimero de habitantes, la OMS posee evaluaciones bastante
precisas de los valores b(4, j) = b;j, i = 0,...,m, j = 1,...,n que indican el beneficio de asignar ¢ médicos al pais P;. Este
beneficio b;; indica (en cientos de mil) la disminucién en el nimero de niflos muertos antes de los dos afios de vida, durante
los préoximos 5 anos. Asi por ejemplo, bog = 6 indica que si se asignan 2 médicos al pais Ps se espera que en los préximos
5 anos haya una disminucién de 600000 en el nimero de ninos muertos antes de los dos anos de vida.

Los beneficios no son directamente proporcionales al nimero de médicos, es decir, si bog = 6 no se cumple necesariamente
que bz = 12.

Se supone ademds que no es obligatorio asignar médicos en cada uno de los paises y también se supone que es posible
asignar todos los médicos a un solo pais.

También se supone que al aumentar el nimero de médicos asignados a un pais el beneficio no disminuye. Pensando en
un problema md&s general se podria pensar que cuando hay demasiadas personas asignadas a una labor, se obstruye el
adecuado funcionamiento y el resultado global podria disminuir. Sin embargo se puede suponer que b;; indica el mayor
beneficio obtenido en el pais P; al asignar a los més 4 médicos.

La OMS desea saber cuantos médicos debe asignar a cada pais para maximizar el beneficio total, o sea, para maximizar la
disminucion total en la mortalidad infantil en los n paises.
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Planteamiento del problema de optimizacion

Se necesita conocer el numero de médicos que se asigna a cada pais para maximizar el beneficio total, sin sobrepasar el
numero de médicos disponibles. Si z; indica el nimero de médicos que se asignan al pais P;, entonces el problema de
optimizacién es:

max Z b(z;,7)
j=1

n
E Ty <m,
Jj=1

0<z;<m, j=1,..,n,
x; €4, j=1,..,n.

Este problema se puede resolver por la fuerza bruta construyendo todas las combinaciones, verificando si cada combinacién
es factible (Z;;l xj < m)y escogiendo la mejor entre las factibles. De esta forma cada variable puede tomar m+1 valores:
0, 1, 2, ..., m, o sea, es necesario estudiar (m + 1)™ combinaciones. Es claro que para valores grandes de m y n el niimero
de combinaciones puede ser inmanejable.

Solucién recurrente

Para asignar optimamente m médicos a los n paises hay que asignar una parte de los médicos a los paises Py, Ps, ..., P,_1
y el resto al pais P,. Supongamos que sabemos asignar éptimamente 0, 1, 2, 3, ...., m médicos a los paises Py, P, ...,
P,,_1. Entonces para asignar 6ptimamente m médicos a los n paises hay que considerar m + 1 posibilidades:

e 0 médicos a los paises Pi,..., P,_1 y m médicos a P,

e 1 médico a los paises Pi,..., P,_1 vy m — 1 médicos a P,

e 2 médicos a los paises Pi,..., P,_1 y m — 2 médicos a P,

e m médicos a los paises Pi,..., P,—1 y 0 médicos a P,
Al escoger la mejor combinacién se tiene la solucién del problema. Obviamente para conocer las soluciones éptimas en los
primeros n — 1 paises se requiere conocer las soluciones 6ptimas en los primeros n — 2 paises y asi sucesivamente. O sea,

primero se resuelve el problema de asignar éptimamente médicos al primer pais, con estos resultados se puede obtener la
asignacién éptima de médicos a los 2 primeros paises, y asi sucesivamente hasta obtener la solucién global.

Bj (i) = beneficio médximo obtenido al asignar ¢ médicos
a los paises Py, Ps, ..., Py, k=1,...n, i=0,...,m.

Objetivo final:

Condiciones iniciales:
* . .
Bi(i) =b;, i=0,...,m.

Relacién recurrente:

By 1(i) = max {By(i — j) + bj 1}, k=1,...,n1, (5.36)
0<5<i
1=20,...,m.
Esta relacién recurrente dice que la mejor manera de asignar ¢ médicos a los paises Py, Ps, ..., Pyy1 es estudiando todas

las posibilidades consistentes en asignar j médicos al pais Py y el resto, ¢ — j, a los paises Py, Ps, ..., Py.
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Ejemplo 5.27. Consideremos los siguientes datos: m =5, n =4 y los siguientes beneficios:

[ i [ bix [ b2 [ bis | bia |
0 0 0 0 0
1 2 2 1 4
2 4 3 4 5
3 6 4 7 6
4 8 8 9 7
5 10 | 12 | 11 8

Condiciones iniciales:
BT(O):Oa ]*703
Bi(1) =2, j* =1,
Bik(2) =4, ]* = 4
Bi(3)=6, j* =3,
Bi(4) =8, j* =4,
Bf(5) =10, j*=5

B3(0) = Orgfgo{BT(O —J) +bja},

= max{Bf (0) + b()g},
= max{0 + 0},
B3(0)=0, j*=0.

B3(1) = max {Bi(1~j) + bj2},

= max{Bf(l) + boa, BT (0) + blg},

max{2+ 0,0+ 2},

B3(2) = max {B{(2 — ) + b}

= max{B’f(?) + boz, Bf(l) + blg, BT(O) -+ bQQ},
=max{4+ 0,2 + 2,0 + 3},
Bi@2) =4, j* =0,

Para los dos primeros paises se tiene:
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Un ejemplo de un calculo para los tres primeros paises es:
B;(4) = max {B} (4~ j) + bjs},
= max{Bj(4) + bos, B5(3) + b13, B5(2) + bas,
B3 (1) + bss, B5(0) + bas},
=max{8+0,6+1,4+4,2+7,049},
B;(4) =9, j*=3.

En la siguiente tabla estan los resultados importantes:

Li [ Bi) [ 4 [ B3() [ 4* [ B3() [ 4° [ Bi(i) [ * |
0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 2 0 2 0
2 4 2 4 0 4 0
3 6 3 6 0 7 3
4 8 4 8 0 9 3
) 10 ) 12 5 12 0 13 1
Se observa que no es necesario calcular B} (0), Bi(1), ..., B;(4), ya que no se utilizan para calcular B} (5). El beneficio

méximo es 13. Este beneficio méximo se obtiene asignando 1 médico al cuarto pais (* = 1). Entonces quedan 4 médicos
para los primeros 3 pafses. El j* correspondiente a Bj(4) es 3, esto indica que hay que asignar 3 médicos al tercer pafs.
Entonces queda 1 médico para los primeros 2 paises. El j* correspondiente a B3 (1) es 0, esto indica que hay que asignar
0 médicos al segundo pafs. Entonces queda 1 médico para el primer pais.

ES
T

€T

8

8
R W N

)

1
0
3,
1
1

B;(5) = 13.

Para estos datos, hay otras soluciones (éptimas) posibles, debido a que cuando se usa la férmula de recurrencia (|5.36)),
para estos datos, el minimo se puede obtener con diferentes valores de j. Son soluciones:

(07 0’ 4) 1)

(0,1,3,1) <

5.3.3 Problema de médicos con cotas inferiores y superiores

El planteamiento de este problema es una generalizacion del anterior, ahora para cada pais P; hay una cota inferior u; y una
cota superior v; para el nimero de médicos que se pueden asignar alli. Obviamente se debe cumplir que 0 < u; < v; < m.

Los datos para este problema son:

e m numero de médicos,

e n numero de paises,

® Uy, ..., U, cotas inferiores para el niimero de médicos,
® v, ..., U, cotas superiores para el nimero de médicos,
e para cada pais P; los valores de los beneficios bij = b(4,7): bu,j, bu;+1,5, s bo,j-

Para que no haya informacién redundante, los datos deben cumplir la siguiente propiedad: la cota superior para el nimero
de médicos en el pais P; debe permitir asignar el nimero minimo de médicos en los otros paises, es decir:

n
vy <m— E ;.
i=1

i=1
i#£]
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En caso contrario
n

v} = min{v;, m — E i}
i=1
i#£]j

El problema tiene solucién si y solamente si el niimero total de médicos disponibles alcanza para cumplir con las cotas

n
g u; < m.
Jj=1

El planteamiento del problema de optimizacién es el siguiente: encontrar x1, xo, ..
con ciertas restricciones:

inferiores:

., T, para maximizar el beneficio total

max Z b(zj,7)
j=1

n
E Z; < m,
Jj=1

u; <z; <wvj, j=1,..,n,

Tj € Z, j=1,...,n.

Antes de plantear la solucién recurrente es necesario considerar lo siguiente: el nimero de médicos que se asignan al
conjunto de paises P, Ps, ..., P, no puede ser inferior a la suma de sus cotas inferiores. Por otro lado, no puede ser
superior a m, tampoco puede ser superior a la suma de sus cotas superiores y debe permitir satisfacer las cotas minimas
para el resto de paises, es decir, para los paises P41, Pit2, ..., Pn. Para esto se introducen unos nuevos valores

k
U= u L k=1,...n
i=1
k n
Vi = min{m, Zvj, m— Z uit, k=1,..,n
j=1 j=k+1
k n
Vk = mln{z V5, M — Z Uj}
j=1 j=k+1

Aqui se sobreentiende que el valor de una sumatoria es cero, cuando el limite inferior es més grande que el limite superior,

por ejemplo,
2

Zai = 0.

i=4

By (i) = beneficio maximo obtenido al asignar i médicos

a los paises P, Py, ..., Py, k=1,...n, 1t =Uy,..., V.

Objetivo final:
B (m)="7?

Condiciones iniciales:
Bi(i) = by, 1 =Uy,..., V1.
Relacién recurrente:
BZ-‘,—I (Z) :maX{BZ(Z - .7) + bj,k:-‘rl}? k= 1a won =1, 0= Uk-‘rl) sty Vk‘-‘rl-
0<j<t
Uk +1<J <V

Up <i—j < Vg
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En resumen, la variaciéon de j en la relacion recurrente esta dada por:

Consideremos los siguientes datos: m =5, n =4, u;:0,0,1,2, v;:3,4,2,3 y los siguientes beneficios:

Si se considera el segundo pais, para los demds paises en total se necesitan por lo menos 0+1+2=3 médicos, luego en el
segundo pais no se pueden asignar mas de 5 — 3 = 2 médicos, entonces los valores b3s = 4 y byo = 8 nunca se van a utilizar.

max{i — Vi, ugt1} < Jj < min{i — Uy, Vp41}-

[ i [ bix | bio [ bis | bia |
0 0 0
1 2 2 1
2 4 3 5
3 6 4 6
4 8

En realidad los datos con los cuales se va a trabajar son:

Condiciones iniciales:

u; :0,0,1,2, v;:2,2,2,3.
[ @ [ b [ bia [ bis [ bis |
0 0 0
1 2 2 1
2 4 3 4 5
3 6

Uy =0, V; =min{2,5—3} =2,
Us =0, Va=min{4,5—3} =2,
Us =1, V3 =min{6,5—2} =3,
Uy =3, V, =min{9,5 -0} =5.

Bi(0)=0, j* =0,
BT(I =2, j* =1,
Bi(2)=4, j"=2.

B3(1) = Orgj‘%{Bl (1-4)+ bﬂ}

=max{B] (1) + bo2, B{(0) + b12}

=max{2+ 0,0+ 2}
Bi(1) =2, j = 0.

B;(3) =

_%{35(3 —j) +bja}

1<)

=max{B5(2) + b1z, B5(1) + ba3 }

=max{4+1,2+4}
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QY | W N O] =

11 2

El beneficio méximo es 11. Este beneficio maximo se obtiene asignando 2 médicos al cuarto pais (j* = 2). Entonces quedan
3 médicos para los primeros 3 pafses. El j* correspondiente a B}(3) es 2, esto indica que hay que asignar 2 médicos al
tercer pafs. Entonces queda 1 médico para los primeros 2 paises. El j* correspondiente a B3 (1) es 0, esto indica que hay
que asignar 0 médicos al segundo pais. Entonces queda 1 médico para el primer pais.

8
[
Il

8
B Wx N
|
e I =

3

B;(5

S~—"
I

El problema anterior también se puede resolver como un problema con cotas superiores (sin cotas inferiores) considerando
unicamente los datos por encima de lo exigido por las cotas minimas, es decir, de los m médicos disponibles en realidad

hay tnicamente
n
/
m =m — g U,
i=1

médicos para distribuir, pues de todas formas hay que asignar Y .| u; para satisfacer las cotas minimas.

La cota méxima para el nimero de médicos adicionales en el pais P; es naturalmente

! .
v;=v —uy, J=1,.mn.

De manera andloga se puede pensar en un beneficio b;j correspondiente al beneficio adicional al asignar ¢ médicos, por
encima de de la cota minima u; en el pais P;

by = bli4uj,5) = b(uy,5), 1<j<n, 0<i<uwj.

Al aplicar estos cambios a los datos del problema se tiene:

m =5-3=2, n=4, v;:2,2]1,1

HEAESESEN
0 0 0 0 0
1 2 2 3 1
2 4 3
La solucién de este problema modificado es:

i =1,

¥y =0,

a3 =1,

le =0,

B;(2) =5.
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Entonces

2] =1+u;=14+0=1,
25 =0+u2=0+0=0,
23 =0+us=0+2=2

Bi(5) =5+ b(u;,i) =5+6=1L

i=1

Como observacién final sobre estos datos numéricos, se puede ver que para cada uno de los tres problemas hay varias
soluciones, en particular para este tltimo problema hay otra solucién:

x] =0,
w5 =1,
x5 =2,
Ty =2,
Bj(5) = 11.

5.3.4 Problema del morral (knapsack)
Enunciado del problema

Un montanista estd planeando una excursién muy especial. Evaluando la capacidad de su morral, la dificultad de la
excursion, algunos implementos indispensables y sus fuerzas, cree que tiene en su morral una capacidad de C € Z kilos (u
otra unidad de peso, o de manera mds precisa, de masa) disponibles para alimentos. De acuerdo con su experiencia, sus
necesidades y sus gustos ha escogido n tipos de alimentos Ay, Ag, ..., Ap, todos més o menos equilibrados. Estos alimentos
vienen en paquetes indivisibles (por ejemplo en lata) y p; € Z indica el peso de cada paquete del alimento A;. Teniendo
en cuenta la composicién de cada alimento, las calorias, las vitaminas, los minerales, el sabor, el contenido de agua, etc.,
el montanista asigné a cada paquete del alimento A; un beneficio global b;.

El montanista desea saber la cantidad de paquetes de cada alimento que debe llevar en su morral, de tal manera que
maximice su beneficio, sin sobrepasar la capacidad destinada para alimentos.

En este problema se supone que no es obligacién llevar paquetes de cada uno de los alimentos. También se supone que no
hay cotas inferiores ni superiores para el nimero de paquetes de cada alimento.

Tal vez ningtin montanista ha tratado de resolver este problema para organizar su morral, seguramente ni siquiera ha
tratado de plantearlo. Lo que si es cierto es que hay muchos problemas, de gran tamano y de mucha importancia, que
tienen una estructura analoga. Hay libros y muchos articulos sobre este problema.

Planteamiento del problema de optimizacién

Si x; indica el nimero de paquetes del alimento A; que el montanista debe llevar en su morral, entonces se debe maximizar
el beneficio, bajo ciertas restricciones:

n
max E bj$j
j=1

n
ijxj S C.
Jj=1

Zj > 0, j: 1,...,7’L.
x; €4, j=1,...,n

Este problema se puede resolver por la fuerza bruta construyendo todas las combinaciones, haciendo variar x; entre 0 y
C/p; |, verificando si cada combinacién es factible (Z?:l pjr; < C)y escogiendo la mejor entre las factibles. El significado
de | t] es simplemente la parte entera inferior, o parte entera usual, es decir, el mayor entero menor o igual a ¢. Es claro
que para valores grandes de n el nimero de combinaciones puede ser inmanejable.
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La funcién objetivo (la funcién que hay que maximizar) es lineal, la restriccién también es lineal, las variables deben ser
enteras y se puede suponer que los coeficientes b; y p; también son enteros. Entonces este problema también se puede
resolver por métodos de programacién entera (programacion lineal con variables enteras).

Solucién recurrente

Para conocer optimamente el nimero de paquetes de cada uno de los n alimentos, se divide el morral con capacidad i = C'
en dos “submorrales”, uno con capacidad j utilizado inicamente para el alimento A,, y otro submorral con capacidad i — j
utilizado para los alimentos A, As,, ..., A,_1. Si se conoce la solucién optima de un morral con capacidad ¢ = 0, ...,C
para los alimentos Ay, As,, ..., A,_1 entonces basta con estudiar todas las posibilidades de variacién de j y escoger la
mejor para obtener la respuesta global. Las posibles combinaciones son:

e ( kilos para Ay,...,A,_1, 0 kilos para A,

e C — 1 kilos para Ai,...,A,_1, 1 kilo para A,

e 0 kilos para Ay,...,A,_1, C kilos para A,

El razonamiento anterior se puede aplicar para los primeros n — 1 alimentos con un morral de ¢ kilos de capacidad, y asi
sucesivamente. Precisando més:

By (i) = beneficio maximo utilizando los primeros k alimentos en un
morral con capacidad de ¢ kilos, 1 < k<n,0<i<C.

Objetivo final:

Condiciones iniciales:

Relacién recurrente:

B i) = guas { B2 =) + b | <

J}, 1<k<n-1, 0<i<C.
P41

Esta relacion recurrente dice que la mejor manera de conocer el nimero de paquetes de los alimentos Aj, As, ..., Ax41 en
un morral con una capacidad de 7 kilos es estudiando todas las posibilidades consistentes en dejar j kilos para el alimento
Agy1 y el resto, i — j kilos, para los alimentos Ay, As, ..., Ag.
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L [ Bi6) [J* [ B5() [ 4° [ B5() | j* [ Bi() | j* |
0O 0o Jo[ 0 [o] 0 [0
1 0O [T 0 [o] 0 [0
20 [2] 0 [0 6 |2
30 [3] 10 [3] 10 [0
4 14 4] 14 [o] 14 o
5 14 [5] 14 [0] 16 |2
6 14 [ 6] 20 [6] 20 [0
714 [ 7] 24 [3] 24 [0
S 28 [ 8] 28 [0 28 [0
928 [ 9] 3 [9] 30 [0
10 28 [10] 34 [ 6] 34 [0
1] 28 11| 38 [ 3] 38 [0 38 |0

Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: C' =11, n=4, p;:4, 3, 2, 5, b; :14,10,6,17.8.

Bi0)=0, 5" =0,
Bi()=0, 5 =1
Bi@) =0, " =2
Bi®)=0, j' =3
Bi(4) =14, j* =4,
Bi(5) =14, j* =5,
Bj(6) =14, j* =6,
Bi(T =14, j =1,
B7(8) =28, j* =38,
Bi(O) =38, " =9,
Bj(10) =28, j* =10,
Bj(11) =28, j* =11
B) = s { B3 )0 | 2]},

_ k(3 _ J

—gjagS{Bl(f% J)+10L3J},

= max{0+ 0,0+ 0,0+ 0,0+ 10},
B;(3) =10, j*=3.

En la tabla estd el resumen de los resultados. El beneficio maximo es 38. Este beneficio médximo se obtiene asignando 0
kilos al cuarto alimento (j* = 0). Entonces quedan 11 kilos para los primeros 3 alimentos. El j* correspondiente a Bj(11)
es 0, esto indica que hay que asignar 0 kilos al tercer alimento. Entonces quedan 11 kilos para los primeros 2 alimentos. El
j* correspondiente a B3 (11) es 3, esto indica que hay que asignar 3 kilos al segundo alimento, o sea, 1 paquete del segundo
alimento. Entonces quedan 8 kilos para el primer alimento, o sea, 2 paquetes.

Ty =2,
x5 =1,
x5 =0,
zy =0,
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Uno podria pensar que una manera simple de resolver este problema es buscar el alimento con mayor beneficio por kilo, y
asignar la mayor cantidad posible de este alimento. Para los datos anteriores los beneficios por kilo son: 3.5, 3.33, 3 y 3.56
. Entonces se deberian llevar dos paquetes del cuarto alimento para un beneficio de 35.6 . Es claro que esta no es la mejor
solucién.

El problema del morral se puede convertir en uno andlogo al problema de los médicos, introduciendo b;; el beneficio
obtenido con ¢ kilos dedicados al alimento A;
i
i ary

Para los datos anteriores se tendria la tabla

i || ba | bio | bis | bia |
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 0 0 6 0
3 0 10 6 0
4 14 | 10 | 12 0
)
6
7
8
9

14 1 10| 12 | 17.8
14 | 20 | 18 | 17.8
14 1 20| 18 | 17.8
28 1 20| 24 | 178
28 1 30 | 24 | 178
10 || 28 | 30 | 30 | 35.6
11 ]| 28 | 30 | 30 | 35.6

y la solucién éptima

zt =8,
xz/ =3,
x5 =0,
zy =0,
Bj(11) = 38.

Es conveniente recordar que z} indica el nimero de kilos dedicados al producto 7, luego 1 =2, z2 =1, 23 =0, x4 =0,
Bj(11) = 38.

Este paso por el problema de los médicos, presenta un inconveniente cuando C' tiene un valor grande: es necesario construir
una tabla muy grande de datos (los beneficios), cuando en realidad el conjunto de datos es pequefio: n, C, los p;, los b;.

El problema del morral también se puede generalizar al caso con cotas inferiores y superiores para el nimero de paquetes
de cada alimento.

5.3.5 Problema de un sistema eléctrico
Enunciado del problema

Un sistema eléctrico estd compuesto por n partes. Para que el sistema funcione se requiere que cada parte funcione. En
cada parte hay que colocar por lo menos una unidad, pero se pueden colocar varias unidades para aumentar la probabilidad
de que esa parte funcione. La probabilidad de que todo el sistema funcione es igual al producto de las probabilidades de
que cada parte funcione. Los datos del problema son:

e n : numero de partes
e v; : nimero maximo de unidades que se pueden colocar en la parte i, 1 <i<n
o p;;j = p(i,j) : probabilidad de que la parte ¢ funcione si se colocan j unidades, 1 <i<n,1<j <y

o ¢;j =c(i,]) : costo de colocar j unidades en la parte ¢ del sistema, 1 <i<n, 1< j<uv;
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e C € Z : cantidad disponible para la construccion del sistema eléctrico

Se desea conocer el nimero de unidades que hay que colocar en cada parte de manera que se maximice la probabilidad de
que todo el sistema funcione si se dispone de un capital de C pesos para la fabricacion.

Se supone, lo cual es totalmente acorde con la realidad, que p;;, c;; son crecientes con respecto a j, es decir, si el nimero
de unidades aumenta entonces ni el costo ni la probabilidad pueden disminuir, o sea, p;; < psjt+1, ¢ij < ¢ 41 para
1 < j <wv; — 1. También se supone que 1 < v;. Ademas el dinero disponible C' debe alcanzar para colocar en cada parte
el nimero méximo de unidades posible, o sea, ¢(i,v;) < C Si esto no es asi, se puede modificar el valor v; de la siguiente
manera;

v =j; donde c(i,j;) = lr<r§a<>§)_{cij | cij < C}.

Ademas se deberia cumplir
El problema tiene solucién si y solamente si

Planteamiento del problema de optimizacién

Sea x; el nimero de unidades colocadas en la parte ¢
maxf(xl, L2y .eey sUn) = HP(Z, x’L)

C(i7 xl) < Ca
1

n
1=
1<z, <v, 1=1,...,n,
z, €Z, i=1,...,n.
Este problema se puede resolver con fuerza bruta, construyendo todas las posibilidades realizables y escogiendo la que
maximice la probabilidad de que todo el sistema funcione.

Solucion recurrente

La idea recurrente es la misma de los problemas anteriores, el problema se puede resolver dindmicamente, considerando
inicialmente las mejores politicas para la primera parte, luego para la primera y segunda partes, en seguida para la primera,
segunda y tercera partes y asi sucesivamente hasta considerar todo el sistema eléctrico.

La cantidad de dinero t que se gasta en las primeras k partes tiene que ser suficiente para colocar por lo menos una unidad
en cada una de las primeras k partes, ademas debe permitir que con el resto, C' — t, se pueda colocar por lo menos una
unidad en las restantes n — k partes y no debe ser superior a la cantidad necesaria para colocar el nimero maximo de
unidades en cada una de las primeras k partes. Entonces los limites de variacién seran:

k
CkZZCil 1<k<n
1=1

n

Dj, = min Zc(i,vi), C - Z Ci1

i=1 i=k+1
Se puede considerar que, para el conjunto de todos las n partes, C,, = D,, = C.

Py (t) = probabilidad méxima de que el subsistema, formado por
las primeras k partes, funcione, si se gastan t pesos

en su construccién, donde 1 < k <n, Cp <t < Dy.
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Objetivo final:
P (C)y=7

El planteamiento puede resultar mas claro si se define 7;; como la maxima probabilidad de que la parte i funcione si se
dispone de t pesos para su construccion,

7T(’i,t) = T4t = 1%8%}5)‘{])”' | Cij < t}, 1 < ) < n, Uu; <t< w;.

7 se puede considerar como una funcién o como una tabla. Las cotas para la variacién de t son:

u; = c(i, 1)

n
w; = min{c(i,v;) , C — E c(k,1) }
k=1
ki
Lo que se gasta en la parte i debe ser menor o igual al costo del mayor nimero de unidades en esa parte y también debe
ser menor o igual a C' menos lo que se requiere para colocar una unidad en las otras partes.
Condiciones iniciales:

Pl*(t): 1t ClgtSDl.

Relacién recurrente: Si se dispone de t pesos para el subsistema formado por las partes 1, 2, ...., k, k+ 1, entonces se puede
disponer de s pesos para la parte k + 1 y, el resto, ¢t — s, para las primeras k partes. Haciendo variar s se escoge la mejor
posibilidad. Entonces la relaciéon recurrente es:
Ppq(t) =max{ P;(t—s) -m(k+1,5)}, Cri1 <t < Dy
0<s<t
Uk+1< 8 SWit1

Cr<t—s <Dy,
En esta formula resultan varias cotas inferiores y superiores para s. Algunas resultan redundantes. Sin embargo, ante la

duda, es preferible escribir dos veces la misma cosa, que olvidar alguna restricciéon importante. Entonces s varia entre la
mayor cota inferior y la menor cota superior.

Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: C' =10, n =4, v; : 3,3, 2, 3

o 112]3]
p2; || 05 | 0.6 | 0.7
D35 0.7 0.8
pi; || 04 | 0.6 | 0.8

o1 [2]3]
Clj 2 3 5
C2j 2 4 5
C3j 2 5
Cy4j 1 3 6

Entonces:
up =2, wy =9
U2 = 2, wo = 5
Us = 2, w3 = 5

ug =1, wy=

Tabla de w
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(il L [ 2 [ 3] 4]5 ]

Tt 0.40 | 0.60 | 0.60 | 0.80
ot 0.50 | 0.50 | 0.60 | 0.70
T3¢ 0.70 | 0.70 | 0.70 | 0.80
mge || 0.40 | 0.40 | 0.60 | 0.60

C,=2, D;=5,
Cy=4, Dy=71,
C3=6, D3=09,
C, =10, D, = 10.

Condiciones iniciales: con 2 pesos se puede colocar una unpdad en la primera parte y la probabilidad de que la primera
parte funcione es 0.4, con 3 pesos se pueden colocar dos unidades en la primera parte y la probabilidad de que esta parte
funcione es 0.6, con 4 pesos se pueden colocar inicamente dos unidades en la primera parte y la probabilidad sigue siendo
0.6, con 5 pesos se pueden colocar tres unidades en la primera parte y la probabilidad de que funcione la primera parte
pasa a ser 0.6.

RN
CECETE R
w

Para el célculo de Py (6) la variacién de s estd dada por

0<s5s<6
2<s<5
2<6—-—s<5H

En resumen, 2 < s < 4.

P;(6) = max {P{(6 — s)mas}

= Hl&X{Pf(4)7T22, Pl*(g)ﬂ'237 Pl*(2)7T24}
= max{0.6 x 0.5, 0.6 x 0.5, 0.4 x 0.6}
P;(6) =0.3, s*=2.

La tabla con el resumen de los reultados es la siguiente:

i [Pr@) [ s [P [ s" [ P5() [ s* | Pi(i) [ s |
2 A 2
3 6 3
4 6 4 2 2
5 8 5 3 2
6 3 2 14 | 2
7 A 2 21 2
8 21 2
9 28 | 2
10 126 | 3

Con 10 pesos disponibles, la probabilidad méxima de que el sistema funcione es 0.126, asignando 3 pesos para la cuarta
parte, o sea, con 2 unidades en la cuarta parte. Quedan 7 pesos y el s* correspondiente a P3(7) es 2, luego con 2 pesos se
coloca una unidad en la tercera parte. Quedan 5 pesos y el s* correspondiente a Py (5) es 2, luego con 2 pesos se coloca
una unidad en la segunda parte. Quedan 3 pesos y el s* correspondiente a P;(5) es 3, luego con 3 pesos se colocan dos
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unidades en la primera parte.

=2,
*

I2:1’
x3 =1,
Ty =2,

P;(10) = 0.126.

5.3.6 Problema de mantenimiento y cambio de equipo por uno nuevo
Enunciado del problema

Hoy 31 de diciembre del ano 0, el senor Tuta y su socio el senor Rodriguez, propietarios de un bus de ey anos de edad,
desean planificar su politica de mantenimiento y compra de su equipo de trabajo, es decir de su bus, durante n anos. La
decisién de seguir con el mismo equipo o comprar uno nuevo se toma una vez al ano, cada primero de enero. El senor Tuta
tiene mucha experiencia y puede evaluar de manera bastante precisa los siguientes valores.

e 1 : vida 1til del equipo, en anos,

e p; : precio de un equipo nuevo al empezar el ano i, 1 <i <n,

m;; = m(i, j) : precio del mantenimiento durante el afio ¢, desde el 2 de enero hasta el 31 de diciembre, de un equipo
que al empezar ese ano (el 2 de enero), tiene j afios de edad, 1 <i<n, 0<j<wu-—1,

v;; = v(4, ) : precio de venta, el 1 de enero del afio ¢, de un equipo que en esta fecha tiene j anos de edad, 1 < ¢ < n+1,
1<j<u.

La decisién de comprar un equipo nuevo o guardar el que se tiene, se toma y se lleva a cabo el 1 de enero de cada afio. Al
final de los n anos la compania vende el equipo que tenga.

Solucién recurrente

Sea E}, el conjunto de valores correspondientes a la edad que puede tener el equipo al finalizar el ano k. Si ey < u entonces
la edad que puede tener el equipo al finalizar el primer afo es 1 (si se compra uno nuevo) o ey + 1 (si se continua con
el mismo equipo durante el primer ano), entonces Eg = {1,e9 + 1}. Si eg = u entonces la edad del equipo al finalizar el
primer ano es necesariamente 1, luego Ey = {1}. De manera andloga, dependiendo de e las edades al finalizar el segundo
ano pueden ser: Eo = {1,2,e0 + 2} 0 F3 = {1,2}. En general

Eo:{eo}7
Br={1}U{j+1:j€ By, j<u}.

Sea,

C}(e) = costo minimo de la politica de compra y mantenimiento del equipo desde el 31 de diciembre del afio 0 hasta el
31 de diciembre del anio k, de tal manera que el 31 de diciembre del ano k el equipo tiene e anos de edad, 1 < k < n,
e € Fp.

Si el 31 de diciembre del ano n el equipo tiene e anos entonces hay que vender el 1 de enero del ano n + 1 a un precio
v(n+ 1,e). Entonces se debe escoger la mejor opcién entre las posibles. O sea, el objetivo final es conocer el valor:

min{C(e) = tny1e} =7

Condiciones iniciales: Si al empezar el primer afio se compra un bus nuevo, bien sea porque ey = u 0 bien sea porque
se tomd esa decisidn, se recupera el dinero de la venta, se compra un bus nuevo y durante el primer ano se gasta en el
mantenimiento de un bus con 0 anos, asi al final del primer ano el bus tiene 1 ano. Si no se compra bus entonces el tinico
gasto es el manteniemiento de un bus de eg anos, y al final del primer ano el bus tiene ey + 1 anos.

Cie) = m(1,ep) sie=ep+1,
! —v(1,e9) +p1 +mio sie=1.
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Relacién de recurrencia: Si e indica la edad del bus al final del ano k + 1, entonces e =1 o e toma otros valores en
FEr11. Sie > 1 entonces al costo de la politica éptima de los primeros k afios se le aumenta el costo del mantenimiento de
un bus con e — 1 anos. Si e = 1 entonces al final del afio k el bus podia tener d anos, luego para cada edad d se toma el
valor C}(d), se le resta lo de la venta, se le suma el valor de la compra y se le agrega el costo del mantemiento, y finalmente
se escoge el menor valor.

. () — ie=1
Coo(e) = gﬁ{ck( ) = Vkt1,d} + Prt1 +Mpy10  sie=1,
Cile—1) +mpy1,e—1 sie> 1.

k=1,..,n—1, e € Ei41.

Resultados numéricos

Consideremos los siguientes datos: n =4, u =4, eg =2, p; : 10, 12, 14, 15.

[0 [ mao [ mar | maa | mas |
1 1 3 4 6
2 1 3 4 5
3 1 2 4 6
4 2 3 4 5
’i“vil‘viQ‘UiS‘Ui4‘

1 6 4 3 2
2 6 4 3 1
3 7 5 3 2
4 7 4 3 2
5 6 4 2 0
Entonces:

F, = {1,3},

Ey ={1,2,4},

E3 = {17273}7

Ey = {1,2,3,4).

Condiciones iniciales:

Ci(1)=—4410+1=7,

C3(1) = min{Cy(d) — vaa} + p2 + mao

= min{C7y (1) — va1, C7(3) — vo3} + p2 + Mmag
=min{7-6,4—-3} +12+1
C3(1) =14, d* = 1.

C3(4) = C1(3) +ma3

La tabla con el resumen de los reultados es la siguiente:
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(e[ Cile) [ sx [ Cs5(e) [ s* [ Ci(e) | s | Cile) | 5™ |
1 2 14 1 20 2 28 3
2 10 1 16 1 23 1
3 4 2 14 2 20 2
4 9 3 19 3

Ahora es necesario encontrar min{C} (e) — vs. }, es decir, el minimo de 28 — 6, 23 — 4, 20 — 2, 19 — 0. Este valor minimo es
€

18 y se obtiene para e = 3. Si e indica la edad del bus al finalizar el ano k, entonces e4 = 3, e3 = 2, e = 1. Al mirar en
la tabla, para C5(1) se tiene que d* =1, o sea, e; = 1.

Si x, indica la decisién tomada al empezar el ano k, con la convencion

x, = 0 : se compra un bus nuevo,

x = 1 : se mantiene el bus que se tiene,

entonces se puede decir que ey, =1 = =0y queep > 1 = zp = 1.

5.3.7 Problema de produccion y almacenamiento
Enunciado del problema

Considere una compania que fabrica un bien no perecedero. Esta compania estimé de manera bastante precisa las demandas
di, da, ..., d, de los n periodos siguientes. La produccién en el periodo i, denotada por p;, puede ser utilizada, en parte
para satisfacer la demanda d;, o en parte puede ser almacenada para satisfacer demandas posteriores. Para facilitar la
comprensién del problema, supéngase que la demanda de cada periodo se satisface en los 1ltimos dias del periodo. Sea z;
el inventario al final del periodo i — 1 despues de satisfacer la demanda d;_1, es decir, el inventario al empezar el periodo
i. El costo ¢;(x;,p;) de almacenar z; unidades y producir p; unidades durante el perfodo i se supone conocido. También
se conoce x el inventario inicial y x,41 el inventario deseado al final de los n periodos.

Se desea planear la produccién y el almacenamiento de cada periodo, de manera que permitan cumplir con las demandas
previstas y se minimice el costo total de almacenamiento y produccion.

Para facilitar el planteamiento se puede suponer que el inventario deseado al final de los n periodos se puede incluir en la
demanda del dltimo periodo d,,, o sea, hacer d,, <~ d,, + Tp+1, Tpy1 < 0.

Planteamiento del problema de optimizacion

Las variables de este problema son: z9, x3, ..., Zpn, D1, P2, -, Pn. Recordemos que x1, z,41 son datos del problema. Las
variables estan relacionadas por las siguientes igualdades

1 +p1—di =22
To+pr—do=x1+p1 —dy +p2—do =3
23+p3—d3=x1+p—di+p2—da+p3—d3z =14

En general,

xi+pi—di:ij—Zdj—|—x1:J:H_l, i:l,...,n. (537)

Jj=1 Jj=1
Es claro que para ¢ = n,

n n
xn+pn_dnzzpj_zdj+xlzo- (538)
j=1 =1
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Sea
Di :Zd‘] — X1, 7= 1,...771, (539)
j=1

es decir, la demanda neta acumulada de los primeros i periodos, descontando el inventario inicial. En particular, toda la
.’ n . . .
produccién esta dada por Y j=1Pj = Dy. Entonces las igualdades que relacionan las variables son:

i—1
ij _Di—l = T4, i:2,...,n, (540)
j=1
> pj—Dn=0. (5.41)
j=1

El problema de optimizacién es entonces:
n
min Y ci(zi,p;)
i=1
i—1
E pj_Difl =, i:2,...,7’L
J=1

ij -D, =0,
=1

X2y TnyP1y- e3P = 07
T2,y TnyPly- -« P € L.

El problema se puede plantear unicamente con las variables pi, ..., pp,—1. A partir de (5.38) y (5.40) se tiene

—Tp + dy = Py,
n—1
- ij +Dp_1+dy, = DPn,
j=1

n—1
D, — ij = Pn-
j=1

La funcién objetivo se puede agrupar en tres partes:

n—1
min ¢ (z1,p1) + Y ci(@i,pi) + (T, pn)
i=2
Entonces el problema, expresado inicamente con las variables p1, ..., pn_1, €s :
n—1  i-1
min ¢ (z1,p1) + Y ci(Y_p; — Dio1,pi)
=2 j=1

n—1

n—1
+Cn(zpj - Dn—lan - Zp])
j=1 j=1

i—1
ij -D;1 > Oa 1= 27 ey Ty
j=1

n—1
Dn =Y p; >0,
j=1

pi>0, p,€Z, 1=1,...,n—1
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Para resolver este problema por la fuerza bruta, estudiando todas las posibilidades, basta con considerar que el mayor valor

de p; se tiene cuando esta produccién satisface por si sola toda la demanda de los periodos ¢, i + 1, ..., n. En ese caso no
habria produccién en los periodos i + 1, ..., n. Dicho de otra forma, la produccién en el periodo i no debe ser mayor que
la demanda acumulada de los periodos i, ..., n.

Sea

Ez’ = idj, = 1, ey T,
j=1

entonces los siguientes son limites para la variacion de las variables p;

OSPISE“ 1:1,,7171

Obviamente los valores pq, ..., p,—1 deben cumplir las otras restricciones. Igualmente es claro que para las variables x;
también se tiene la misma restriccion, o sea, ni el inventario al empezar el periodo 4, ni la produccién durante el periodo i
pueden ser superiores a F; De la definiciéon de D; y F; se deduce inmediatamente que

Di+Ei+1 :Dn, i:17...7n—1

Solucion recurrente

Sea,

Ct(q) = costo minimo de producir en total ¢ unidades durante
los primeros k periodos tal manera que se satisfagan las

demandas de estos periodos, 1 < k < n.

La produccién acumulada de los primeros k periodos debe ser suficiente para satisfacer la demanda total de estos k periodos
(descontando 1) y no debe sobrepasar la demanda total de los n periodos, entonces en la definicién de Cj(g) la variacién
de q esta dada por

Objetivo final:
Cr(Dp) =7

Condiciones iniciales:
Cf(q) = Cl(xlacDa Dl S q S Dn

Si en los primeros k + 1 periodos la produccién es de g unidades y la produccién en el periodo k£ 4+ 1 es de y unidades,
entonces la produccién en los primeros k periodos es de ¢ —y unidades y el inventario durante el periodo k+1 es ¢ —y — Dy.

Relacién recurrente:

Cry1(q) = min{Cy(q —y) + cx+1(¢ —y — Dy, )},
0<q—y<q
Drp<q—y<Dn
0<q—y—Dr<Eg41

0<y<Ep1

definida para k = 1,...,n — 1, D1 < g < D,,. De las anteriores cotas inferiores y superiores para y y para q —y se
deduce facilmente que 0 < y < ¢ — Di. En resumen

Cinlg) = _min  {Cilg—y)+creale —y = Di,y)}
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Resultados numéricos
Consideremos los siguientes datos: n =4, d; =2,3,2,5, ¢;(x;,p;) = hx; +vipi, h=2, v, =1,4,3,6, x1 =1, x5 =0.

Entonces
Di=1, Dy =4, D3 =6, Dy =11.

Ci(q) = c1(w1,q)
=2x1 4+ 1q
=2+4¢q, 1<¢<I1L

C3(q) min_ {C7(g —y) + c2(g — y—,y)}

0<y<q-—

— o§?§2_1{2 +(qg—y)+2(g—y—1)+4y}

=0Sr;1§1{11_1{3q+y}7 y* =0

=3¢, 4<¢<1L

Ci(q)= min {C5(q—y)+es(g—y—4,9)}

0<y<q—4

= mj ) +2q—y—4
o 3(g—y) +2(g -y —4) +3y}
= Jnin {bg—2y—8} y =q—4

=3q, 6<¢g<11.

Cr(11) = Ogynélﬁ%{o?,(ll —y)+cu(ll—y—6,9)}

- 02225{3(11 —y) +2(5—y) + 6y}

in {43 g
021;25{ +y}, v

43.

La produccién éptima en el cuarto periodo es 0, luego la produccion en los tres primeros periodos es 11. La produccién
optima en el tercer periodo es ¢ —4 = 11 — 4 = 7, luego la produccion en los dos primeros periodos es 4. La produccién
6ptima en el segundo periodo es 0, entonces la produccién éptima para el primer periodo es 4

p1 =0,
p3 =T,
p3 =0,
pi =4,
Ci(11) = 43.

EJERCICIOS

5.1. Una corporacién tiene n plantas de produccién, P;, P, ..., P,. De cada una de ellas recibe propuestas para una
posible expansién de las instalaciones. La corporacién tiene un presupuesto de D billones de pesos para asignarlo
a las n plantas. El gerente de la planta P; envia m; propuestas, indicando c;; el costo de su propuesta i-ésima,



178

CAPITULO 5. OPTIMIZACION DINAMICA 178

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

1 < <my, y gi; la ganancia adicional total acumulada al cabo de 10 anos, descontando la inversién. Obviamente
en cada planta se lleva a cabo una sola propuesta. Una propuesta vélida para cada una de las plantas consiste en
no invertir en expansion, siendo su costo y ganancia nulos. Mas atin, se podria pensar que en este caso la ganancia
podria ser negativa. El gerente de cada planta envié las propuestas ordenadas por costo en orden creciente es decir,
cij < ciy15, ©=1,...,m; —1. Se supone que a mayor costo, también mayor ganancia.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD: defina una funciéon que permita la recurrencia,
dé las condiciones iniciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n =3, D = 5,

Planta 1 | Planta 2 | Planta 3
Cil | i1 | G2 | Gi2 | Gi3 | Fi3
Prop. 1| 0 0 0 0 0 0
Prop. 2 | 2 8 1 5 1 3
Prop. 3 | 3 9 2 6

Prop. 4 | 4 12

El proceso de manufactura de un bien perecedero es tal que el costo de cambiar el nivel de producciéon de un mes
al siguiente es $a veces el cuadrado de la diferencia de los niveles de produccién. Cualquier cantidad del producto
que no se haya vendido al final del mes se desperdicia con un costo de $b por unidad. Si se conoce el pronédstico de
ventas di, da, ..., d, para los préximos n meses y se sabe que en el dltimo mes (el mes pasado) la produccién fue
de zg unidades.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD: defina una funciéon que permita la recurrencia,
dé las condiciones iniciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n =4, a =1, b =2, d; = 42, 44, 39,36, xo = 40.

Considere el problema del morral con cotas inferiores y superiores con los siguientes datos: C' = capacidad en kilos
del morral (entero posotivo); n niimero de alimentos; p1, pa, ..., Pn, donde p; es un entero positivo que indica el peso,
en kilos, de un paquete del alimento i; by, bs, ..., b,,, donde b; indica el beneficio de un paquete del alimento ; uy, uso,
..., Uy, donde u; es un entero no negativo que indica el niimero minimo de paquetes del alimento ¢ que el montanista
debe llevar; vy, vs, ..., v,, donde v; es un entero que indica el nimero méximo de paquetes del alimento ¢ que el
montanista debe llevar. Los datos cumplen con la condicién u; < v; Vi.

Plantee el problema de optimizaciéon. Resuelva el problema por PD: defina una funcién que permita la recurrencia,
dé las condiciones iniciales, la relacién de recurrencia.

A partir del lunes préximo usted tiene n exdmenes finales y m > n dias para prepararlos. Teniendo en cuenta el
tamano y la dificultad del tema usted a evaluado c;; la posible nota o calificacién que usted obtendria si dedica ¢
dias para estudiar la materia j. Usted ha estudiado regularmente durante todo el semestre y en todas sus materias
tiene buenas notas de tal forma que atin obteniendo malas notas en los exdmenes finales usted aprobard todas las
materias. En consecuencia su unico interés es obtener el mejor promedio posible. De todas maneras piensa dedicar
por lo menos un dia para cada materia.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD: defina una funciéon que permita la recurrencia,
dé las condiciones iniciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 4 materias, m = 7 dias,

Coj 10 10 05 05
¢y | 20 | 15 | 35 | 10
co; | 23| 25| 30 | 20
Cqj 40 35 42 40
Cs5j 45 40 45 45
ce; | 48 | 48 | 45 | 48
cr; | 50 | 48 | 48| 50

Una empresa agricola tiene actualmente zy empleados y conoce de manera bastante precisa las necesidades de mano
de obra para las siguientes n semanas de cosecha, es decir, conoce los valores e;, ¢ = 1,...,n, donde e; es el nimero
de empleados necesarios durante la semana i. También conoce: ¢;(j) el precio de contratar j empleados nuevos al
empezar la semana i, i = 1,...,n; d;(j) el costo de despedir j empleados al finalizar la semana i, i = 0,...,n; y
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5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

m;(j) el costo de mantener sin trabajo (pero con sueldo) j empleados durante la semana i, ¢ = 1,...,n. Después de
las n semanas de cosecha, la empresa tinicamente necesita e,;, un nimero pequeno de empleados que se quedan
trabajando por varias semanas. La empresa desea saber cuantos empleados debe tener durante cada una de las n
semanas.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD: defina una funcién que permita la recurrencia,
dé las condiciones iniciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n = 4, xg = 10, e; = 30,45,40,25, e,11 = 5, ¢;(j) =
10 + 37, di(j) = 67, m;(j) = 8j.

Un zoocriadero de chigiiiros tiene actualmente xy animales y tiene capacidad para una gran cantidad de ellos. En un
ano el nimero de chiguiros se multiplica por a > 1. Al principio de cada afio (del afo ¢) el gerente toma la decisién
de vender algunos chigtiiros al precio unitario p;, ¢ = 1,...,n + 1. Después de n anos se venden todos los chigiiiros.
El gerente desea saber cuantos chigiiiros debe vender al comienzo de cada uno de los n anos.

Plantee el problema de optimizacién. Resuelva el problema por PD: defina una funcién que permita la recurrencia,
dé las condiciones iniciales, la relaciéon de recurrencia.

Resuelva el problema para los siguientes valores numéricos: n =4, zg = 5, a = 3, p; = 50, 10, 60, 25, 45.

Resuelva por PD el siguiente problema de optimizacién:

min f(21,22) = (21— 3) + (w2 — 4)° + (21 — 2)°

Sugerencia. Fije una variable y halle la solucién (en funcién de la variable fija). Haga variar la variable que estaba
fija.

Resuelva por PD el siguiente problema de PL:

max 2z =x1 + 1.4xs

T1+x2 < 40
1+ 229 < 58
x > 0.

Una corporacién tiene tres plantas de producciéon. De cada una de ellas recibe propuestas para una posible expansién
de las instalaciones. La corporacién tiene un presupuesto de 6 mil millones de pesos para asignarlo a las tres plantas.
Cada planta envia sus propuestas, indicando la ganancia adicional (en miles de millones de pesos en valor presente)
durante los préximos 20 anos al invertir ¢ miles de millones de pesos.

i P, P, P
0 0 0 0
1 2 3 7
2 7 7 10
3 14 16 12
4 19 20 17
5 26 25 23
6 27 29 28

El gerente de la corporacion resolvié el problema y los resultados no le parecieron adecuados, pues habia plantas sin
inversién. Por eso, colocé como condicion que habia que invertir por lo menos un millén, en cada una de las tres
plantas.

Problema de compra y almacenamiento. Una imprenta conoce, di, ..., d,, sus necesidades de papel (en toneladas)
para los siguientes n meses. También puede predecir de manera bastante aproximada los valores p1, ..., pn, precio
(por tonelada) del papel al comienzo de cada uno de estos n meses. La imprenta paga inmediatamente sus pedidos y
su proveedor de papel lo entrega también al comienzo de cada mes. La imprenta tiene cuatro dreas, una de oficinas,
otra de méaquinas, otra donde va almacenando el material impreso antes de entregarlo a sus clientes y una cuarta
area de almacenamiento de papel, con muy buenas condiciones de seguridad, humedad y temperatura. Esta cuarta
area tiene un capacidad de C toneladas. El drea de maquinas tiene suficiente espacio para tener alli el papel que se
va a utilizar durante cada mes. De igual manera, el drea para material impreso tiene suficiente capacidad para tener
temporalmente el material impreso mientras se envia a los clientes. Actualmente hay yo toneladas de papel. Al final



180

CAPITULO 5. OPTIMIZACION DINAMICA

180

de los n meses el stock final de papel debe ser nulo. El gerente de la imprenta necesita conocer x1, x2, .

.+y T, NUMeEro

de toneladas que debe comprar el comienzo de cada mes, de manera que el costo total sea minimo. Los datos son:

C:97y0:2.

mes 1 2 3 4 5 6
d; 5 8 2 4 7 5
i 11 | 13 | 18 | 17 | 10 | 20




Capitulo 6

Apéndice

6.1 Matriz semidefinida positiva en un cono

Sea H € R™*"™ simétrica. Se desea saber si H es semidefinida positiva o si es definida positiva en el cono
K={zeR": Px=0, Dz <0} (6.1)
donde P es una matriz p x n 'y D es una matriz ¢ x n.

Si H es definida positiva (en todo R™), entonces H es definida positiva en cualquier subconjunto. Si H es semidefinida
positiva (en todo R™), entonces H es semidefinida positiva en cualquier subconjunto.

Si H es definida negativa, entonces H no es semidefinida positiva en K, salvo si K = {0}. Si H es semidefinida negativa
pero no definida negativa, entonces H no es semidefinida positiva en K, salvo si K es un subconjunto del espacio generado
por los vectores propios asociados al valor propio nulo.

En lo que sigue supondremos que H es indefinida y que K # {0}.

El caso en que D “no tiene filas”, es decir, K = {x € R™ : Px = 0}, ya se estudié en la seccién 1.7. Entonces se supondra
que la matriz D es una matriz ¢ X 1, con ¢ > 1.

En cambio supondremos que en la definicién de K, puede no estar Px = 0, esto lo denotaremos diciendo que P puede no
tener filas. Es decir, P es una matriz p X n con p > 0.

También se supone que las filas de P son linealmente independientes y que las filas de D también son linealmente inde-
pendientes.

Averiguar si H es semidefinida positiva en K puede provenir de condiciones de segundo orden en un problema de opti-
mizaciéon no lineal. En este caso, se puede suponer que el conjunto formado por las filas de P y las de D es un
conjunto linealmente independiente. Dicho de otra forma, las filas de la matriz

i

son linealmente independientes.

6.1.1 Generalidades

Sea S un subconjunto de R™. Se dice que S es un cono si para todo z € S'y u > 0, entonces uzr también estd en S.

K es un conjunto convexo, es intersecciéon de hiperplanos y semiespacios. También se comprueba facilmente que es un
cono. O sea, K es un cono convexo.

Sea C' un conjunto convexo, d € R™, d # 0 es direccién de C si para todo x € C'y todo p > 0, se cumple que = + ud
también estd en C.

En un cono todos los puntos no nulos del cono son direcciones. Un conjunto acotado no tiene direcciones.
Dos direcciones de C, d* y d? son equivalentes si una es un miltiplo positivo de la otra:

d' = pd*, con p>0 (6.2)

181
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Sea d una direccién de C. Se dice que d es una direccién extrema de C si no existen d' y d?, direcciones de C, no
equivalentes, tales que d = pyd* + pad? con py, po > 0.

Una combinacién lineal aqz! + aoz? + - - - + apz® se llama cénica si ; > 0 para todo i.

Una combinacién cénica se llama positiva si todos los escalares son positivos.

Dados k puntos de R™, 2!, 22, ..., z¥, el cono generado por estos k puntos es el conjunto de todas las combinaciones
conicas de estos puntos:

cono(z!, 22, ..., 2%) = {ayz' + ax® + - + agpz® 1 a; >0, Vi} (6.3)
Para saber si un punto estd en el cono generado por x', 2%, ..., 2* es necesario encontrar los escalares. Si todos son no

negativos, entonces el punto si estd en el cono.
Por ejemplo, averiguar si x = (21,6) estd en cono((2,4), (5,1)).

(21,6) = a1(2,4) + a2(5,1)

21 = 21 + bas
6 =4aq + as

a; = 0.5

ag =4

Luego z estd en cono((2,4), (5,1)).
Ejemplo 6.1. Sea D = I5, la matriz identidad de orden 2,
K ={zcR?: Dz <0}
K es el tercer cuadrante, d' = (—1,0), d*> = (0,—1), d® = (-2, —3) son direcciones de K.
d* = (1,0) no es direccion.
d? es equivalente a (—10, —15).
d' y d? son direcciones extremas. (—0.1,0) también es direccién extrema.
d® no es direccién extrema, d> = 2d' + 3d?.
d' y d? son, salvo equivalencia, las tnicas direcciones extremas.
Una combinacién cénica no nula de las direcciones extremas es una direcciéon. <

Ejemplo 6.2.
K ={reR?: 2, + 225 = 0}

(2,-1) y (—2,1) son, salvo equivalencia, las direcciones extremas de K.

Ejemplo 6.3.
K={zecR?:z +22, <0}

(2,—1) y (—2,1) son, salvo equivalencia, las direcciones extremas de K.

6.1.2 Cono donde H es semidefinida positiva, n = 2

Sea H € S,, y sea W el conjunto de puntos donde H es semidefinida positiva,
W={xc R :2"Hz >0} (6.4)

Claramente este conjunto es un cono, no siempre convexo. Tiene una cierta simetria, si * € W, también —z € W. Esto se
puede denotar, — W = W.

Sea H € Sy indefinida. Sean A\; < 0 < )y los valores propios de H, v! y v? vectores propios asociados ortonormales
(ortonormales quiere decir que son ortogonales dos a dos y que cada vector tiene norma 1): Hv* = \v*, 1?2 = 02"l =0,
vi'vi = 1. Sea ¢ : R?2 — R,

p(zr) =a"Hzx

La grifica de ¢ es una “silla de montar”, las curvas de nivel, p(z) = ¢, para ¢ # 0, son hipérbolas. Las asintotas son las
dos rectas tales ¢(x) = 0. Estas dos rectas se cortan en el origen. Son de la forma tu, t € R, donde u es un vector fijo.
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Sea u # 0, un punto en una asintota. Entonces u se puede expresar como combinacién lineal de v! y v2:

U= alvl + a2v2

Como {v!, v?} es una base ortonormal,
uTol, s =uTv

(10! 4+ aov?)TH (a0t + apv?)
(10! 4+ aov?) T (g Hu' + ap Ho?)

= (v + av?) T (Aot + apAgv?)

2

Q
=
|

5
£
I

T T T T
= a%)\lvl o'+ ajanov’ v? + asag Av? vt + a§/\2v2 v?

= Oé%)\l + a%)\g =0

Supongamos un valor fijo para una de las coordenadas, por ejemplo, para aq,

a1:1

O:/\l—f—a%/\g
A

2 _ _ 2L

a5 = N

g = 71

= 69

Asi, una pareja de vectores directores de las asintotas es

u1:v1+rv

U2 = ’Ul —7’112

2

Las asfntotas puede estar definidas por u’ o por —u’. Se puede escoger el signo para que v? quede en el cono(u', u?).

ut = —v' 4 ro? (6.6)

ur= ot +rv2
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Asf, v? = $-u' 4+ £u?. Ambos escalares son positivos y v? € cono(u', u?).

Asintotas:
St = {tu' : t € R}
S% = {tu®: t € R}
Las asintotas S7 y So dividen el plano en cuatro regiones de forma angular, Ry, Ro, R3 y R4, opuestas dos a dos. En un

par de regiones opuestas ¢(x) > 0; en el otro par ¢(z) < 0. La matriz H serd semidefinida positiva en las regiones donde
estd v? o donde estd —v2. Denotemos

Ry = cono(u', u?) (6.7)
Ry = cono(—u', —u?)
W = Ry URy (6.9)
Ejemplo 6.4. Determinar la regién donde H es semidefinida positiva
-1 -2
n=1% )

Los valores propios de H son: Ay = —2 y Ay =3

normalizados

1 [0.894427 o [—0.447214
0447214 | 7 | 0.894427

[ =2
T = -3 = 0.816497

u = —1.259576 u? = 0.529279
N 0.283083 |’ ~ | 1.177510

S2

H es semidefinida positiva en Ry U Ry.

6.1.3 n =2, K es un semiplano

Sea K = {z € R?: ¢Tz < 0}, es decir, D tiene una sola fila y no hay matriz P.

Si H es indefinida, entonces H no es semidefinida positiva en K. No es posible que todo el semiplano quede contenido en
la regién R o en la region Ry.
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6.1.4 K es un semiespacio de R"

Sea K = {z € R": "z < 0}, es decir, D tiene una sola fila y no hay matriz P.
Se puede mostrar que si H es indefinida tampoco es semidefinida positiva en K.

Sea @ el hiperplano definido por ¢,
Q={zeR":c"z=0}

Q) es también un subespacio de dimensién n — 1.

Sea A1 < 0 el valor propio mfnimo y sea v! un vector propio de H asociado a Ai, de norma 1. Supongamos inicialmente

que v! ¢ Q. Como —v! también es vector propio, se puede suponer que c*v! < 0, luego v! € K.

v Hot = vlT)\lvl
= AlvlTvl
= Aol 13

=X\ <0

Luego H no es semidefinida positiva en K.

Supongamos ahora que v' € Q). Existe por lo menos otro vector propio v?, normalizado, ortogonal a v!' que no esté en @,
o sea, c"v? # 0, asociado a un valor propio as. Se puede escoger v? tal que ¢"v? < 0. Sea ¢ > 0,

v =1v! 4 ev?

T 2

v =c"vl +ec™v
cv=¢ec™? <0
veK
vTHo = (v! + ev®)TH(v! + ev?)
=o' Ho' + e0' Ho? + e0? Ho' + 20" Ho?
=\ + EvlT)\gv2 + 51}2T)\1v1 + a2v2T)\2v2

VTHU = M + 2o

Si Ay < 0 entonces v"Hv < 0, luego H no es semidefinida positiva en K. Si Ay > 0, se puede escoger ¢ > 0 tal que
A1+ €2X < 0. Luego, en resumen, H no es semidefinida positiva en K.

6.1.5 n =2, K es una regién angular

Sea K = {z € R? : Dz < 0}, es decir, no hay matriz P y D tiene dos filas. Como se supone que las filas son linealmente
independientes, entonces ninguna fila es multiplo de la otra.

K es interseccién de dos semiplanos. Estd completamente determinado conociendo las dos direcciones extremas. Es
necesario encontrarlas. Cada semiplano determina dos direcciones extremas. Las dos direcciones extremas de K seran
aquellas direcciones de los semiplanos que cumplan Dd < 0.

Ejemplo 6.5. Dibujar los conos K; = {z € R? : D;x <0}
2 3
p-[3 1]

12
v= [ ]

Cono Kj:
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4.T1+172:0

=~k --k------=-5

B e S - -t - -t - -k -

21 + 322 =0

Cono Koy:

—2x1—22=0

R el e

En el ejemplo anterior, salvo equivalencia, cada cono tiene inicamente dos direcciones extremas

En muchos casos, el cono K C R™ se puede expresar como combinacién cénica de sus direcciones extremas. Los conos del

ejemplo anterior cumplen esta propiedad.
Algunos de los casos donde la afirmacién anterior no es cierta.
1. Un semiplano (en R?) cuya frontera pasa por el origen tiene inicamente dos direcciones extremas. Sin embargo el

cono generado por ellas es simplemente la recta frontera.

2. R™, con n > 2, no tiene direcciones extremas.

Ejemplo 6.6. Hallar las direcciones extremas de los conos del ejemplo anterior.

2 3
p= (3]
Direcciones extremas de 2z1 4+ 322 < 0: d = (-3,2), d=(3,-2).
Direcciones extremas de 421 + x5 < 0: d = (=1,4), d=(1,—4).
-3 0 3 0 -1 10 1 -10
G B R B P B I e B e
Luego las direcciones extremas son d = (—3,2) y d = (1, —4).

Las direcciones extremas son d = (2,—1) y d = (1,-2). <
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Sea K C R? un cono generado por sus dos direcciones extremas d' y d?. H es semidefinida positiva en K si y solamente
si d' y d? estdan ambas en el cono(u',u?) o ambas en el cono(—u', —u?)

Supongamos que H es semidefinida positiva en Ry U Ry, las direcciones d' y d? deben estar ambas en Ry o ambas en Ry.

El proceso para averiguar si H es semidefinida positiva en K, tiene los siguientes pasos:

1. Obtener d' y d? direcciones extremas de K.

2. SidV"Hd' <0 o d?"Hd? <0, entonces H no es semidefinida positiva en K. Fin del proceso.
3. Calcular los valores propios de H, A\; < 0 < As.

4. Calcular v' vector propio asociado a A; y v? vector propio asociado a \s.

5. Normalizar v! y v2.

6. Calcular u' y u? utilizando (6.5)) y .

7. Calcular a7 y as tales que

d' = ajut + agu?

8. Calcular 1 y B2 tales que
4> = Bu' + Bou?

9. Sielsignode a; y as esigual al de 31y B2 (d' y d? estén en R? o d'y d? estéan en R*), entonces H es semidefinida
positiva en K.

10. Si H es semidefinida positiva y ademas ninguno de los escalares «; , 3;, es nulo, entonces H es definida positiva en
K.

Si el proceso va mas alld del paso 2, entonces d' y d? estdn en R, U R4 conjunto donde H es semidefinida positiva. Por esa
razon, depués de calcular a1 y o, no es necesario verificar que tienen el mismo signo. Lo mismo para 8 y fs.

Ejemplo 6.7. Averiguar si H es semidefinida positiva en K = {x € R? : Dz < 0}.

n=|7y ) =50

Luego H no es semidefinida postiva en K. <

Ejemplo 6.8. Averiguar si H es semidefinida positiva en K = {x € R? : Dz < 0}.

H=|5 ) v=[ 4]
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=[] o[

d' Hd' = 60
d* Hd? = 29

1 [2 2 | -1
e P

. _0.894427} - [—0.447214}

0447214 0.894427
r = 0.81649658

L [—1.259576 »  [0.529279
YT 0.283083 | = | 1.177510

a1 = —2.738613, o = —2.738613
Bi = —1.693422, B = —2.140636

Como los signos coinciden, se concluye que H es semidefinida positiva en K. Més ain, H es definida positiva en K. <

Uso del coseno entre dos vectores.

Si z es un punto de R™, también se puede interpretar como el vector que va desde el origen 0 hasta x. Si x, y estdn en R"
y no son nulos, entonces

xTy
cos(f) = —— 6.10
©) = T (6.10)

donde 0 es el dngulo formado por los dos vectores, o lo que es lo mismo, el dngulo determinado por los puntos z, 0, ¥.

Si dos vectores son paralelos y tienen la misma direccién, cos(f) = 1. Si dos vectores son paralelos y tienen direccién
opuesta, cos(d) = —1.

Si cos(f) > 0, los dos vectores tienen una direccién méds o menos parecida. Si cos(f) < 0, los dos vectores tienen una
direccién mas o menos opuesta, es decir, z y —y tienen una direccién mas o menos parecida.

Sid"Hd" >0 y d2 Hd?> > 0, entonces d' y d? estan en el conjunto donde H es senidefinida positiva, es decir, en
W = Ry U Ry. El coseno permite averiguar en cual de las dos regiones estd cada una de las dos direcciones.

dT 2
o1 = cos (68 0%)) = [T
dQT,UQ
R T

Sic; >0 y cp >0, entonces d',d? € Ry, es decir, H es semidefinida positiva en K.
Sic; <0 y ¢ <0, entonces d',d? € Ry, es decir, H es semidefinida positiva en K.
Si c1c0 < 0, entonces d' estd en una regién y d? esté en la otra, es decir, H no es semidefinida positiva en K.

Como realmente lo que importa es el signo de ¢; y ¢, basta con calcular el producto di” v2.
¢ =d"v? (6.11)
ey =d* v? (6.12)
El proceso para saber si H es semidefinida positiva en K tiene los siguientes pasos:

a) Obtener d' y d? direcciones extremas de K.

b) Si dY"Hd' <0 o d?*"Hd? <0, entonces H no es semidefinida positiva en K. Fin del proceso.
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¢) Calcular los valores propios de H, A1 < 0 < As.

d) Calcular v? vector propio asociado a As.

)
)
e) Calcular ¢1 y ¢o usando y .
)
)

f) Si ci1co <0, entonces H no es semidefinida positiva en K. Fin del proceso.

g) Si H es semidefinida positiva en Ky min{ d'"Hd', d*" Hd? } > 0, entonces H es definida positiva en K. Si el minimo
es cero, entonces H es semidefinida positiva en K.

Ejemplo 6.9. Averiguar si H es semidefinida positiva en K = {x € R? : Dz < 0}.

H=|7y o= 7]

Luego H no es semidefinida positiva en K. <

Ejemplo 6.10. Averiguar si H es semidefinida positiva en K = {z € R? : Dz < 0}.

n=|5, ) o= ]

Luego H es semidefinida positiva en K. Ademds es definida positiva en K. <

6.1.6 n =2, K es una semirrecta

K={zxeR?: Pr=0, Dz <0}, PcRY? DecR*?
K={tv:t>0}, v#£0, Pv=0, Dv<0

Observaciones: Si Pv = 0, entonces P(—v) = 0. Si Dv < 0, entonces D(—v) > 0. Ademés (—v)"H(—v) = v"Hv. El vector
v genera Np, el espacio nulo de P.

En consecuencia, basta con escoger v # 0 tal que Pv = 0. No importa si v cumple o incumple Dv < 0, es decir, la matriz
D no se utiliza. Dicho de otra forma:

H es semidefinida positiva en K sssi H es semidefinida positiva en Np.

Entonces H es semidefinida positiva en K si y solamente si v"Hv > 0.



190 CAPITULO 6. APENDICE 190

Ejemplo 6.11. Averiguar si H es semidefinida positiva en K = {z € R? : Pz = 0, Dx < 0}.

1 2

H‘{2 3

}, P=[4 5], D=1[6 T

Luego H no es semidefinida positiva en K. <

6.1.7 K es una semirrecta de R"

K={zeR":Pr=0, Dr <0}, PeRDxn pecR>*"
K={tv:t>0}, v#0, Pv=0, Dv<0

Razonamientos analogos a los del caso n = 2 permiten afirmar:
H es semidefinida positiva en K sssi H es semidefinida positiva en Np

La unica diferencia es que el nimero de filas de P es n — 1, generalizacién del caso anterior.
Ejemplo 6.12. Averiguar si H es semidefinida positiva en K = {z € R3: Pz =0, Dz < 0}.

21 -1

2 1 1], D=[4 5 6

1 2 3
3 5 6

Luego H es semidefinida positiva en K. <

6.1.8 Otros casos

Consideremos el caso general, no considerado en los casos anteriores:
K={zxeR":Px=0, Dx<0}

El conjunto K es el conjunto factible de un problema de OL, optimizacién lineal. Mediante resultados de OL, es posible
encontrar las direcciones extremas de K (proceso fuera del alcance de este documento). Supongamos que d*, d?, ..., d™
son las direcciones extremas de K.

El siguiente proceso permite detectar muchos de los casos donde H no es semidefinida positiva en K.

i) Si para algin i =1,...,m,

d"Hd <0
entonces H no es semidefinida positiva en K.
ii) Para todos los casos posibles, i # j, construir
d=d +d
Si
d"Hd <0

entonces H no es semidefinida positiva en K.
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iii) Para todos los casos posibles, 4, j, k diferentes, construir
d=d +d +d"
Si
d"Hd <0

entonces H no es semidefinida positiva en K.

6.2 Nociones elementales de analisis en R"”

6.2.1 Normas

Sea V' un espacio vectorial real (los escalares son nimeros reales). Una norma es una funcién que “mide” el “tamano” de
los vectores (elementos de V).

Definicién 6.1. Sea V un espacio vectorial, una norma es una funcién p : V- — R que cumple las siguientes propiedades:

= |a|p(x), VaeR, Yoz eV
wx+y) < ple)+wly), Ve,y eV desigualdad triangular

Usualmente, la norma de z, es decir, u(x), se denota por ||z||. Asi, las propiedades se escriben:

|z >0, VzeV

[lz|]] =0 sssi =0
llaz|| = |al]lz|], YaeR, Yz eV
|z 4+ yl| < [l[| + |yl desigualdad triangular

Un espacio vectorial puede tener diferentes normas. Sea V = R"™, las siguientes son algunas de las normas més conocidas.

n 1/2
lz]]2 = (Z xf) , la norma euclidiana.
i=1

n
2| = Z |;], norma del taxista.

i=1

|2 max = [|2]|oc = 1??;1'%"

n 1/17
|||, = <Z |acl-p> , para p > 1, llamada norma de Hélder de orden p, o norma [,
i=1

[|z]|a = (xTAas)l/2 norma generada por la matriz A simétrica y definida positiva.

La norma euclidiana es un caso particular de la norma de Holder para p = 2. La norma || ||; es un caso particular de la
norma de Holder para p = 1. La norma || ||« es el limite de la norma de Holder cuando p tiende a infinito. La norma
euclidiana es un caso particular de la norma || ||4 cuando A es la matriz identidad. Si no se especifica la norma, se puede
suponer que se trata de la norma euclidiana. Para n = 2 o n = 3, la norma euclidiana coincide exactamente con la distancia
del punto z al origen.

1(3,0,=4) [ =7
13,0, =4) [[2 =5
13,0, =4) [[oc = 4
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Sea V' = Cq ) el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a,b]. Dos normas muy usadas son:

1] = max, /()

b
17l = [ 5@ ds

6.2.2 Bolas abiertas y bolas cerradas

Siz, z estdn en V. = R, el valor ||z — z|| mide la “distancia” entre x y z. Obviamente esa distancia depende de la
norma utilizada. En R? o en R?, el valor ||z — z||2 es exactamente la distancia usual entre los puntos x y 2, por ejemplo,
11(1,2) — (2,4)||2 = V/5, que es exactamente la distancia entre estos dos puntos.

Definicién 6.2. Sea V =R", || || una norma, c € V, r € R, r > 0. La bola abierta con centro en ¢ y radio r, para la
norma || || es el conjunto de puntos x de V tales que su distancia a ¢, es decir, ||z — ¢||, es menor que 7,

By (e,r) =Ble,r) ={z eV |z —c|| <r} (6.13)

Sean Bi(c,r), Ba(c,7) ¥ Boo(c,7) la bolas para las normas || |1, || |2 ¥ || |lec. En R? la bola Bs(c,r) es exactamente
el circulo con centro en ¢ y radio r, excluyendo los puntos de la frontera. En R?, la bola By(c,7) es exactamente la esferaﬂ
solida con centro en ¢ y radio r, excluyendo los puntos de la frontera.

Bs((3,0.5), 1.2), Bi1(0,1), B2(0,1), Bs3(0,1), B(0,1)

Definicién 6.3. Sea V =R", || || una norma, ¢ € V, r € R, r > 0. La bola cerrada con centro en ¢ y radio r, para la
norma || || es el conjunto de puntos = de V tales que su distancia a ¢, es decir, ||z — ¢||, es menor o igual que r,
B(e,r) = Ble,r] ={z €V :|jlx —c|]| <71} (6.14)

B5(0,1) = B,[0,1]

IEn varias dreas de matemadticas, esfera significa inicamente la frontera de la bola o céscara esférica, es decir, {z € R? : ||z — c||2 = r}.
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6.2.3 Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 6.4. Sea A C R", z € A. El punto Z es un punto interior de A si existe una bola abierta centrada en Z
contenida en A, es decir, existe r > 0 tal que

B(z,r)C A

Puesto que B[Z,r/2] C B(Z,r), en la definicién se puede cambiar la bola abierta por una bola cerrada.

En R™ en particular, no importa cual norma se use para encontrar una bola centrada en T contenida en A. Dicho de otra
forma, si T es un punto interior de A usando una norma, también serd punto interior usando cualquier otra norma. Este
resultado es conocido como “en R™ todas las normas son equivalentes”.

Ejemplo 6.13. Sean

S={zcR?:z;>1, 29> 1, 21+ x5 <4}
A:{IER2:$1>1, xo > 1, @ +a9 <4}
C={zcR?:x1>1, 2a>1, x1 + 1y <4}

Z = (1.1,1.1) es punto interior de los tres conjuntos, ya que la bola B((1.1,1.1), 0.01) est4 contenida en los tres conjuntos.

Z = (2,1) no estd en S ni en A, luego no es punto interior de ellos. Este punto estd en C' pero cualquier bola centrada en
(2,1), aunque el radio sea muy pequeno, tiene puntos que no estdn en C, es decir, no hay bolas centradas en Z contenidas
en C, luego no es punto interior de C.

Definicién 6.5. Dado A subconjunto de R™ se define el interior de A como el conjunto de todos los puntos interiores
de A

intA = int(A) = A = {z : 2 es punto interior de A} (6.15)

Siempre, AcC A.

Definicién 6.6. Un subconjunto de R™ es abierto si es igual a su interior, es decir, si todos sus puntos son puntos
interiores.

Ejemplo 6.14. Del ejemplo anterior:

S=A
A=A
C=A

S no es abierto
A es abierto

C' no es abierto
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Otros ejemplos:

R™ es abierto

() es abierto

{Z} no es abierto

B(c,r) es abierto

Ble, 7] no es abierto

13, 6] es abierto

[3, 6] no es abierto

SeaceR" c#£0,a€eR
{z € R": "2 = a} no es abierto
{z e R™! . "z < a} no es abierto
{z € R™ : "2 > a} es abierto
{z € R™! : Tz < a} es abierto.

Proposiciéon 6.1. La unién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. La union de cualquier familia de conjuntos

abiertos es un conjunto abierto. La interseccion de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. La interseccion de
cualquier familia finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

El contraejemplo clasico relacionado con la tltima afirmacién es:

oo

J-1,1[N]-1/2,1/2[N]-1/3,1/3[ N = () -1/k, 1/k[= {0}

k=1
La interseccion de esos intervalos abiertos no es un conjunto abierto.

Considerando como conjunto universal todo R"”, el complemento de un conjunto es el conjunto de elementos de R™ que no
estdn en A,
CA={z eR" : x ¢ A} (6.16)

Definicién 6.7. Sea A C R™. Se dice que A es un conjunto cerrado si 0A es un conjunto abierto.

Ejemplo 6.15. Para los conjuntos del ejemplo

Cs CA Cc

Entonces, C' es un conjunto cerrado, S'y A no son cerrados.

R™ es cerrado

0 es cerrado

{Z} es cerrado
B(e,r) no es cerrado
Ble, r] es cerrado

13, 6] no es cerrado
[3, 6] no es cerrado
[

3,6] es cerrado
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Hay conjuntos que son abiertos y no son cerrados, hay conjuntos cerrados que no son abiertos, hay conjuntos que no son
ni cerrados ni abiertos, hay conjuntos que son al tiempo abiertos y cerrados, R™, ().

Proposiciéon 6.2. La interseccion de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. La interseccion de cualquier familia
de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. La union de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. La union de
cualquier familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Proposicion 6.3. Sea f:R"™ — R continua, o € R. Entonces

{z: f(x) < a} es abierto
{z: f(x) > a} es abierto
{z: f(x) < a} es cerrado
{z: f(z) > a} es cerrado
{z: f(x) =a} es cerrado

En optimizacién no lineal se busca minimizar una funcién en un conjunto X definido por restricciones. En la gran mayoria
de los casos el conjunto estd definido por igualdades, desigualdades menor o igual y desigualdades mayor o igual. Siempre
una desigualdad mayor igual se puede remplazar por una desigual menor igual equivalente. Entonces X se puede escribir,
de manera general asi:

X={zeR":gi(z)<ay, i=1,..m, hjlx)=p5;, j=1,..,s}

donde las funciones g; y h; estdn definidas en R y tienen valor real (... R™ — R). Los a; y los 3; son ntmeros fijos.

X esta definido por m desigualdades y s igualdades. Es posible que m = 0, no hay desigualdades. También es posible que
s = 0, no hay igualdades. Cuando n =0y s = 0, no hay restricciones, X = R".

Sea T € X, es decir, T cumple todas las restricciones. Se dice que la desigualdad g;(x) < «; estd activa o saturada en el
punto Z si

9i(Z) = o
Supongamos que las funciones g; y h; son continuas.

Observacion 1. Si hay por lo menos una igualdad, X no tiene puntos interiores.

Observacion 2. Si en T € X hay por lo menos una desigualdad saturada, entonces & no es un punto interior de X.
Ejemplo 6.16. El conjunto
X ={(z1,22) : —x1 <=1, —29< =1, 21+ =4}
no tiene puntos interiores. <
Ejemplo 6.17. Sea
X ={(z1,22) : —x1 < -1, —x9< -1, a1 +2a9 <4}

El punto (2,2) € X no es punto interior. El punto (1.5,1.5) € X si es punto interior. <

6.2.4 Conceptos adicionales

Es posible definir conjuntos cerrados sin utilizar el concepto de conjunto abierto. Obviamente las dos definiciones deben
ser, y son, equivalentes.

Definicién 6.8. Un punto z € R™ es punto adherente de A o punto de adherencia de A, o punto de clausura si
Vr >0, B(z,7) N A # 0, es decir, si toda bola centrada en x tiene por lo menos un punto de A.

Tambien se puede definir de manera equivalente: z es punto de adherencia de A si existe una sucesién {z*} C A tal que
k
" — x.

Definicién 6.9. Un punto x € R" es punto de acumulacién o punto limite de A si Vr > 0, B(z,r) N (A \ {z}) # 0,
es decir, si toda bola centrada en z tiene por lo menos un punto de A diferente de x.
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Un punto de adherencia de A no necesariamente estd en A. Un punto de acumulaciéon de A no necesariamente estd en
A. Los puntos de A son puntos de adherencia de A. Los puntos de A no son necesariamente punto de acumulacién. Un
conjunto finito no tiene puntos de acumulacion.

Ejemplo 6.18. Sean A={tcR:0<t<1}U{2} =[0,1[ U {2}, x =1, y = 2. Entonces:

xr¢AyeA

x,%y son puntos de adherencia de A.

x es punto de acumulacién de A.

y no es punto de acumulacién de A. <

En este documento, acum(A) denotard el conjunto de todos los puntos de acumulacién de A,
acum(A) = {z : z es punto de acumulacién de A} (6.17)

El anterior conjunto se conoce como el derivado de A y con bastante frecuencia lo denotan con A’.

Definicién 6.10. La adherencia, cerradura o clausura de un conjunto A es el conjunto de todos los puntos de
adherencia de A, o también, es el conjunto formado por los puntos de A y sus puntos de acumulacion.

A= {z : z es punto de adherencia de A} = AU acum(A) (6.18)
Siempre se cumple que
ACA
Definiciéon 6.11. Un conjunto es cerrado si contiene todos su puntos de acumulacién,
acum(A) C A (6.19)
También, si y solamente si,
A=A (6.20)
Definicién 6.12. Un punto de A que no sea punto de acumulacién se llama punto aislado de A.

Definicién 6.13. Un punto z es punto de frontera de A si toda bola centrada en « tiene puntos de A y puntos que no
estdn en A. La frontera de un conjunto es el conjunto de todos los puntos de frontera,

OA = {z : x es punto de frontera de A} (6.21)

Un punto de frontera no necesariamente estd en A. Un punto aislado de A estd en la frontera de A.

Notacion. Sean x, y dos puntos de R™. El segmento de recta que une x con y se denota
Ejemplo 6.19. Sean S, A, C como en el ejemplo

Sz{x€R2:m1>1, X9 > 1, m +a9 <4}
A={zeR?: 2y >1, z3>1, 21 +xp <4}
C={zeR?:2;>1, 20>1, 1 +ax9 <4}

D =SuU{(0,0)}
E=AU{(0,0)}
K =CU{(0,0)}

F=[(1,1),3,1)]U[(3,1),(1,3)] U[(1,3),(1,1)]
G =FU{(0,0)}
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Entonces,

0S=0A=0C=F
0D =0E =0K =G

Caracterizaciones “constructivas” de interior y de adherencia. Sea S C R™.

S= | 4
ACS
A abierto

S= () ¢
SCccC
C' cerrado

6.3 Conjuntos acotados

6.3.1 Conjuntos acotados en R

Definicién 6.14. Sea A C, M € R. Se dice que M es una cota superior de A, si
<M, Vxe A

Se dice que m € R es una cota inferior de A, si

m<zxz, VreA

A es acotado superiormente si tiene por lo menos una cota superior.
A es acotado inferiormente si tiene por lo menos una cota inferior.

A es acotado si es acotado supeiormenet e inferiormente.

Ejemplos: sean

A = [2,1000[

B=]—-00,3]
N={0,1,2,3,4,..}

P =12,3,57,11,13,17,19}
Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,..}

(6.22)

(6.23)

1000, 1032, 9999 son cotas superiores de A. —3, v/2 son cotas inferiores de A. A es acotado superiormente e inferiormente.

A es acotado.

B no es acotado inferiormente, es acotado superiormente, no es acotado.
N es acotado inferiormente, no es acotado superiormente, no es acotado.
P es acotado inferiormente, es acotado superiormente, es acotado.

7Z no es acotado inferiormente, no es acotado superiormente, no es acotado.
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6.3.2 Conjuntos acotados en R"

Definicién 6.15. Sea A C R". Se dice que A es acotado si existe r € R, r > 0 tal que A estd contenido en una bola,

A C B(0,r)

Algunas definiciones equivalentes son: A es acotado si existe ¢ € R™ y r € R, r > 0 tales que

A C B(e,r)

A es acotado si cada variable z; estd acotada

Ay ={z1 : (21, 229,...,2,) € A} es acotado

As = {xzo : (v1,22,...,2,) € A}  es acotado
A =A{xn : (x1,22,...,2,) € A} es acotado

Ejemplos:
{z € R?2:2y>1, 20>1, 21 +22 < 4} es acotado.
{reR*:2y>1, 29 >1, 71 +29 <4} es acotado.
{z € R* : 21 — 229 + 323 + Hbay = 10.1} no es acotado.
{(z1,22) : (1 — 10)* 4 (22 + 100)* < 1000000} es acotado.
{(x1,22) : x1 + 2 <10, 21 > 2} no es acotado.

{(z1,22) : 1 <21 <3} mno es acotado.

En espanol corriente hay similitud entre cerrado y acotado. En matematicas, son conceptos totalmente diferentes. Los dos
ultimos conjuntos son cerrados pero no son acotados.

6.4 Factorizacion de Cholesky

Sea A una matriz simétrica. Bajo ciertas condiciones (como se verd posteriormente, si y solamente si es definida positiva),
existe una matriz U triangular superior invertible tal que

UTvU = A. (6.24)
Esta factorizacién, cuando existe, se llama factorizaciéon de Cholesky y, en este caso, basta con conocer la matriz U.

El calculo se puede hacer por filas, es decir, primero se obtienen los elementos de la primera fila de U, en seguida los de la
segunda, etc.

Supongamos conocidos los elementos de las filas 1,2, ..., k-1 de la matriz U. O sea, se conocen los elementos u;; para
i=1,2,...,k1ypara j =i¢+1,..,n. Como U es triangular superior, se sabe también que u;; = 0 para ¢ > j. Al
multiplicar la fila k£ de la matriz U™ por la columna k de la matriz U se tiene:

ALk = (UT)kUk
= (Ux)"Uy

n
_ 2
= E Uik
i=1
k n
_ 2 2
= E Usp, + E sy,
i=1

i=k+1
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k
2 2
Qg = E Ugp + E Ugge
i=1 i>k
k
_ 2
= E Uik
i=1
k-1
_ 2 2
= E Uik, + Uk
i=1
De la ultima igualdad todo se conoce salvo ug, entonces

(6.25)

Para que tenga sentido la raiz cuadrada se necesita que la cantidad bajo el radical sea no negativa. Como ademas, U
es invertible (y su determinante es igual al producto de los elementos diagonales), entonces uyy 7 0. Luego para poder
obtener U de manera adecuada se necesita que

k-1
ae — Y uf >0, k=1..n (6.26)
i=1
Al multiplicar la fila k de la matriz U™ por la columna j de la matriz U, con k < j, se tiene:

akj = (UT)k.U.j
= (U.x)" U,

_ n
= D i UikUij

k n
= g Uik Ui + g Uik Ugj
i=1

i=k+1

k
= E Uik U5 + E Uik Ujj
i=1 i>k
k
= E Uik Usj
i=1

k-1
akj = E Uik Uij + UkkUk; -

i=1

De la ultima igualdad todo se conoce salvo ug;, entonces

k-1
1
Uj = (akj — Zuzkulj)uikk ’ k=1,..,n1 (627>
i=1

i=k+1,..,n.

En resumen, si siempre se cumple la condicién (6.26]), mediante las férmulas (6.25)) y (6.27)) se puede obtener la matriz U.
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6.5 Algoritmo de la factorizacién de Cholesky

La factorizaciéon de Cholesky es muy empleada en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales cuando la matriz de
coeficientes es simétrica y definida positiva, lo cual es bastante frecuente. Por ejemplo, las matrices de rigidez de los
problemas estructurales son definidas positivas. Dado el sistema Az = b, si se conoce la factorizacién, se tiene entonces
U™z =1b. Sise toma y = Uz el problema se convierte en Uy = b. Este sistema de ecuaciones lineales es muy facil de
resolver, puesto que es triangular inferior. Una vez obtenido y, se resuelve Uz = y, también fécil de efectuar puesto que es
triangular superior, obteniéndose asi x solucién del sistema inicial. El método de Cholesky es més rdapido que el método
de Gauss.

Otra de las ventajas importantisimas del método de la factorizacién de Cholesky, cuando se hace utilizando el computador,
es que la matriz U se puede almacenar exactamente donde estaba la matriz A, o sea, si el programa se elabora de forma
adecuada, a medida que se obtiene un elemento u;;, éste se puede almacenar justamente donde estaba el elemento a;;.
Obviamente al finalizar el proceso los valores de la matriz A se han perdido, y en su lugar estd la matriz U. En la mayoria de
los casos esto no es ningin problema, por el contrario, es una gran ventaja: inicamente se requiere espacio para almacenar
una matriz y no para dos.

En el algoritmo presentado a continuacién se hace uso de esta ventaja, asi al comienzo los valores a;; corresponden, en
realidad a los elementos de A, pero al final estaran los valores de la matriz U. Si al final la variable error vale 0, se esta
indicando que se pudo efectuar la factorizaciéon de Cholesky, si vale 1 no hay factorizaciéon de Cholesky para esta matriz, o
sea, A no es definida positiva. La variable de entrada € indica la tolerancia o precision en el siguiente sentido: los valores
positivos menores que € se pueden considerar como nulos.

datos: A, n,
resultados: A, error

error =0
para k=1,....,n mientras error=(
S = Gkk
para i=1,...k—1
s=s— a3,
fin-para 1
si s<e ent
error= 1
parar
fin-ent
sino

agk = /s
para j=k+1,...n
t= QAfj
para i=1,..., k-1
t=1— ik Aij
fin-para i

Cij = t/akk
fin-para j
fin-sino
fin-para k
Normas
Bolas
DIBUJOS

Funciones homégeneas
Punto de acumulacion o punto limite
clausura o cerradura

Conjuntos cerrados abierto frontera puntos aislados
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acotado,

Bellmam, see principio de optimalidad de Bellman
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€asco convexo, see convexo generado
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Cholesky, see factorizaciéon de Cholesky, método de Cholesky,
see factorizacion de Cholesky, método de Cho lesky

coeficientes
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de Lagrange,
coercitiva, see funcién coercitiva
combinacién

convexa, [24]

estricta, [24]

lineal, [24]

condiciones
de factibilidad dual,
de factibilidad primal,
de holgura complementaria,
de KKT, [46]
de segundo orden,
necesarias de KKT, see condiciones de KKT

suficientes
de KKT,
conjunto

acotado, [197]
convexo, BT} 73 27 BT} 13

de combinaciones convexas, [24]
de nivel, [27]
de predecesores,
de sucesores, [153
convexo, See conjunto convexo
convexo generado,
critico, see punto critico

definida positiva, see matriz definida positiva
descomposicién de Cholesky, see factorizacion de Cholesky
descomposicién de Cholesky, see factorizacién de Cholesky
desigualdad

activa, [45] [46]
inactiva, {45} [46]

no saturada, see desigualdad inactiva

pasiva, see desigualdad inactiva

saturada, see desigualdad activa
diagonal estrictamente dominante, [J]

por columnas, [9]

por filas, 0]
direccion

admisible,

de ascenso,

de descenso, [44]

factible, see direccién admisible
local
de ascenso, see direccién de ascenso
de descenso, see direccion de descenso
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envolvente convexa, see convexo generado

epigrafo, [27]
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funcién

coercitiva, [A1]
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estrictamente
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mondtona, 29] B0]
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indefinida, [14]
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definida, see matriz definida positiva
semidefinida, see matriz semidefinida positiva
semidefinida
negativa, [I3]
positiva, [ [IT] [I3] [I6} [30] [43]

positiva en, [15] [L6]
método
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